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Vad ar ett tal?

* Vi talar numera om manga olika sorters tal: naturliga tal, reella tal,
komplexa tal, osv.

* Men ska t.ex. kvaternioner g = a + bi + ¢j + dk rdknas som “tal”?
(i? = j? = k? = ijk = -1, och koefficienterna a, b, ¢, d &r reella tal.)

Kanske, kanske inte. De uppfyller t.ex. inte 4142 = 4241.
* Begreppet “tal” dr alltsa lite oprecist.

e Exakt vad man har rdknat som ”tal” har varierat genom historien.
Kan vara svart for oss att helt forsta hur man téankte for lange sedan.
Manga saker dr ju sd sjdlvklara for oss numera:

— Notation: decimaltal, 1+1 =2, f(x) = x2 + /x, etc.
— Talet noll. Negativa tal. Irrationella tal.

— Tolkning av reella tal som punkter pa en tallinje.

— Tolkning av komplexa tal som punkter i ett talplan.
— Koordinatsystem. Grafen for en funktion.



Kort historik

* De positiva heltalen
Z"={1,2,3,...}

har varit kinda av mdnskligheten sedan urminnes tider.

Man kan addera och multiplicera dem, samt subtrahera (men bara
storre minus mindre) och dividera (men bara om det gar jamnt ut).

Idén att samla allihop i en méngd och betrakta denna som ett matematiskt objekt

ar dock fran sent 1800-tal, och var initialt valdigt kontroversiell!

* Bland de naturliga talen brukar man oftast inkludera &ven noll:
N={0,1,23,...}

Att betrakta noll som ett tal, och infora en siffra for detta, d4r dock ett ganska stort
begreppsmassigt steg, sa det finns delade meningar om hur “naturligt” talet noll
ar. Somliga definierar N = {1,2,3, ... } istdllet, och skriver t.ex. Ng = {0,1,2,3,... }
om nollan ska vara med.



Heltalen innefattar 4ven negativa tal:
zZ-{..,-3,-2,1,0,1,2,3,...}
Beteckningen Z kommer fran tyskans Zahlen = tal (i pluralis).

Med dessa tal ar det dtminstone inte ldngre nagot problem att be-
rdkna a — b dér a < b ar positiva tal.

Men negativa tal ansdgs lange som ytterst suspekta!

Finns negativa tal egentligen?! Och vad betyder det att utfoéra operationer med
de negativa talen sjdlva? Vilka raknelagar giller egentligen? Vad far man ndr man

multiplicerar tvd negativa tal? Eller dividerar med noll? Osv.

Har i Europa accepterades de negativa talen (och noll) ungefar
samtidigt som de komplexa talen (under 1500- och 1600-talen).

Kineserna var lingt fore (2000 ar eller sa), men européerna hade ingen kontakt
med dem.

Aven indierna var tidigt ute (600-800-talet) med noll och negativa tal. Lite oklart
hur mycket utbyte de hade med antikens babylonier och greker. Deras idéer kom
till medeltidens Europa via araberna.

T.ex. sifforna och decimaltalen, i boken Liber abaci (1202) av Fibonacci, som dock
talar om talen 1,2, ...,9 men tecknet 0.



* Positiva rationella tal, dvs. brdk a/b ddr a och b ar positiva heltal,
var mycket lédttare att acceptera dn noll och negativa tal.

 Tidiga kulturer (t.ex. Babylonien, Egypten, Grekland) rdknade med
brak, om dn inte alltid pd det smidigaste séttet.

* Grekerna betonade geometri snarare &n tal.

Brak uppkommer ifall tva strdckor 4r kommensurabla (”"samtidigt
maétbara”), dvs. om det finns en gemensam mattstock som ger den
ena strdckan laingden a enheter och den andra b enheter, ddr a och b
dr positiva heltal. Da stdr strackorna i forhallandet 4 : b till varandra.

* Grekerna upptdckte att diagonalen och sidan i en kvadrat inte ar
kommensurabla.

Med nutida sprakbruk: /2 dr ett irrationellt tal. Men for grekerna fanns inget “tal”
som kunde representera detta langdforhallande! Det kanske var darfor som de
litade mer pd geometrin? Eudoxos utvecklade en raffinerad teori for att hantera
inkommensurabla geometriska storheter.

Irrationella tal har en snarig historia, och definierades inte ordentligt forran mot
slutet av 1800-talet (se nedan).



Mysteriet med negativa/komplexa tal och tredjegradare

e Algebran utvecklades medan man fortfarande ogillade negativa tal.
* Bokstdver fick alltsa bara std for positiva tal.
e Besvirligt! Olika 16sningsformler for x% + ax = b, x> = ax + b, osv.

* Negativa losningar forkastades som “absurda”:

X+7=3 saknar 16sning

*+x=6 <+<—= (x-2)(x+3)=0 <<= x=2

(Darmed var saklart inte komplexa losningar aktuella heller.)

* Man tvingades dock (motvilligt) acceptera negativa och komplexa
tal pga. 16sningsformeln for tredjegradsekvationer.
Se ndsta sida!

(Obs! Komplexa tal infordes alltsd inte for att man kdnde ndgot behov av att
kunna l6sa alla andragradsekvationer, vilket man ibland kan fa intrycket av i
nutida skolbocker.)



e Pa 1500-talet upptacktes att tredjegradsekvationen x3 = 3ax + 2b
satisfieras av

x=Vb+ V- B+Vb- Vo
* Tex. meda=50chb=2:
x> =15x +4
Vi vill gdrna hitta den positiva losningen x = 4. Formeln ger
x = V2+ V=121 + V2 - V=121 = 212

Vad sjutton? Men 2 + /-1 verkar ju vara kubikrot till 2 + /-121 om
man bara rdknar pa:

(2+\/—_1)3:23+3-22-\/—_1+3-2-(\/j)2+(\/—_1)3
=8+12vV-1+6-(-1)+ (-1)V-1
=2+11V-1=2+v-121

Likasa (2-v/~1)’ =2-+/~121, s
x=Q2+V-1)+2-V-1)=4 ()




” Avmystifieringen” av de komplexa talen drdjde sedan ratt lange.

Tolkning via komplexa talplanet:
Wessel 1799, Argand 1806, Gauss 1831.

Reella talpar (a,b) som definition av komplexa tal a + bi:
Hamilton 1834.

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
—(a,b) = (-a,-b)
(a,b)(c,d) = (ac - bd,ad + bc)
(a,b) = (a,-b)
(a,b)| = Va2 + b2

Med denna definition av C géller inte mdngdinklusionen R c C.
(Méangden R har enstaka tal som element, medan C har talpar som element.)

Dédremot finns det en perfekt kopia av midngden R (inklusive dess
rakneoperationer) inuti midngden C, ndmligen méngden av alla
talpar av formen (a,0).

Man brukar identifiera de reella talen med denna kopia av R inuti C,
sd att kan man tillata sig att skriva R c C.
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Ett annat mysterium: Infinitesimaler

Nar differential- och integralkalkylen utvecklades (1600- och 1700-
talen) resonerade man i termer av infinitesimaler, ett slags odndligt
sma tal. En positiv infinitesimal 4r mindre dn varje positivt reellt tal,
men dndd storre dn noll.

Integral [ ydx, en “summa” av odndligt ménga infinitesimaler.
Derivata dy/dx, forhdllandet mellan tva infinitesimaler.

Men finns det sddana tal? Matematikerna hade stora svarigheter att
forklara vad man egentligen gjorde.

T.ex. om y = x3 sd &r

dy = (x +dx)® - x% = 3x* dx + 3x (dx)? + (dx)?

dar kan vi dividera med dx eftersom dx inte dr noll, men sedan
forsummar vi dx och (dx)? som om de vore noll:

j—i =3x% + 3xd¥ + (dx)? = 3x2  (?1?)



Den irldndske biskopen och filosofen G. Berkeley gav 1734 ut skriften

THE
ANALYST,;

OR, A
DISCOURSE
Addressed to an
Infidel MATHEMATICIAN.

WHEREIN

It is examined whether the Object, Principles,
and Inferences of the modern Analysis are more
distinctly conceived, or more evidently deduced,
than Religious Mysteries and Points of Faith.

Kritiserar infinitesimaler som omdjliga att forestélla sig. Beromt citat:

And what are these Fluxions? The Velocities of evanescent Increments?
And what are these same evanescent Increments? They are neither finite
Quantities nor Quantities infinitely small, nor yet nothing. May we not call
them the ghosts of departed quantities?

(I Newtons terminologi dr fluxionen x hastigheten hos en fluent x som ror
sig med tiden.)
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Arbete med de logiska grunderna (1800-talet)

o Upptidckten av icke-euklidisk geometri (framfor allt hyperbolisk
geometri) i borjan av 1800-talet bidrog till skepsis mot att basera
matematiken pa geometriska argument, och ett 6kat intresse for tal
och rdakning (aritmetik) istéllet.

Vad dr tal? Hur kan man ge aritmetiken en logiskt solid grund?

* Analysen omformulerades gradvis till att baseras pa begreppet
gransvirde (definierat med ¢ och ¢), for att undvika infinitesimaler.
(T.ex. Cauchy & Bolzano under tidigt 1800-tal, men framst Weier-

strass under andra halften av 1800-talet.)

e Mingdlaran (Cantor, 1870- och 80-talen) ansdgs frdn borjan mycket
kontroversiell, men kom sd smaningom (under 1900-talet) att ses
som fundamental. Man borjar med axiom for mdngder och bygger
sedan upp matematiken (inklusive talsystemen) ddrifran.

Cantor inforde tva nya typer av “tal” for att méta storleken hos
odandliga mangder: kardinaltal och ordinaltal.
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Arbetet med talbegreppets fundament fortskred sa att sdga “uppifran
och ned”:

e Konstruktion av C fran R.
(Hamilton 1834)

e Konstruktion av R fran Q.
(Dedekind 1858, Weierstrass 1865, Méray 1869, Cantor 1872)

* Axiomatisk beskrivning av de naturliga talen N.
(Peano 1889)
(Foregangare: Grassmann Lehrbuch der Arithmetik fiir hohere Lehr-
anstalten 1861, m.fl.)
* Rigoros konstruktion av Z och Q fran N.
(Vem var forst? Grassmann? Peano? Tannery gav 1894 en “modern”

konstruktion av Q med ekvivalensklasser av talpar.)

* Enkel médngdteoretisk konstruktion av N (och dven av ordinaltalen).
(von Neumann 1923)
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Peanos axiom for de naturliga talen (1889)

0 dr ett naturligt tal.
Varje naturligt tal x har en efterfoljare (eller successor), succ(x).
0 dr inte successor till nagot naturligt tal.

Om succ(x) = succ(y) sd ar x = y.

AR

(Induktionsaxiomet.) Om P(0) ar sant, och P(x) = P(succ(x)),
sd dr pastdendet P(x) sant for alla naturliga tal x.

For att talen ska kunna skrivas bekvamt infors sdklart de vanliga beteck-
ningarna:

1 = succ(0) 2 =succ(1) 3 =succ(2)

Obs. att axiomen inte namner addition och multiplikation!

Dessa rdakneoperationer tas alltsa inte som ”“gudagivna” hédr, utan mdste
definieras och studeras enbart utifran axiomen.
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Rekursiv definition av addition:

x+0=x, x +succ(y) = succ(x +y)

Rekursiv definition av multiplikation:
x-0=0, x-succ(y) =x-y+x
Eftersom symbolen 1 betecknar talet succ(0), sa géller t.ex.
x+1=x+succ(0) =succ(x +0) = succ(x)
for alla naturliga tal x.

Fran axiomen bevisar man att rdknelagarna

(x+y)+z=x+(y+2)

X+Yy=y+x
(xy)z = x(yz)
xy = yx

x(Y+z)=xy+xz

galler for alla naturliga tal.
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von Neumanns konstruktion av N via mangdlara (1923)

1. I rten médngdlédra ar allting médngder av médngder av méngder osv.,
och allting borjar med ett enda matematiskt objekt:

tomma mingden @={}

Kalla den a for lasbarhetens skull.

2. Nar vi har ett objekt a kan vi bilda mdngden som innehdller detta
objekt (som sitt enda element):

b={a}

3. Nu har vi tva olika objekt tillgangliga: 2 och b. Med dessa kan man
bilda mangderna {a,b}, {a}, {b} och @, varav tva stycken &r nya:

c={a,b}, d={b}

4. Med fyra olika objekt tillgangliga kan vi bilda 2* = 16 méangder,
varav vi redan hade 4. Alltsd 12 nya: e = {a,b,c,d}, f = {a,b,c}, osv.
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5. Bland alla dessa mdngder som kan bildas, plocka ut foljande:

a=9g
b={aj
c=A{a,b}
f={ab,c}

q=1abc f}

Dop dessa till 0,1, 2, 3, 4, ..., alltsa
0=, 1={0}, 2={0,1}, 3={0,1,2}, 4-={0,1,2,3},

6. Allmant: 1at succ(x) = x u {x}.

(Dvs. betrakta mangden x som ett nytt objekt och lagg till det till mdngden.)

7. Nar vi har alla dessa tal (= mdngder av en ovanstdende typ) kan vi
samla dem i en médngd, dvs. bilda médngden av naturliga tal:

N={0,1,2,34,...}
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Kardinaltal

* Mangderna N och Q har samma kardinalitet.
Med detta menas att det finns en 1-1-korrespondens mellan dem.

Det gér alltsa att rakna upp de rationella talen i en odndlig lista, dar
varje tal kommer med exakt en gang.

e Kardinaltalen mater kardinalitet.

e Kardinaliteten for en dndlig médngd &r helt enkelt antalet element,
dvs. ett vanligt naturligt tal.

» Kardinaliteten hos N och Q (och alla andra upprakneliga médngder)
ges av det minsta odndliga kardinaltalet, som heter .

» Kardinaliteten hos R ges av ett storre kardinaltal, ¢ = 2%0.

(R dr en dveruppraknelig méngd, enligt Cantors diagonalbevis.)
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Ordinaltal

* Det gdr inte att rdkna upp de rationella talen i storleksordning!

Det finns alltsa ingen ordningsbevarande 1-1-korrespondens mellan
de ordnade médngderna N och Q.

Man sdger da att de har olika ordningstyp.
* Cantors ursprungliga definition av ordinaltal:
”ett ordinaltal 4r ordningstypen for en vdlordnad méangd”.

(Vilordnad = innehaller inte ndgon odndlig strangt avtagande foljd.)

* Ordningstypen for N &r ett ordinaltal som heter w.
Ordningstypen for Q &r inte ett ordinaltal, ty Q dr ej vdlordnad.
Ordningstypen for en dndlig midngd &r antalet element (samma som
kardinaliteten).

* Ovanstdende definition dr ganska abstrakt.

Vad John von Neumann visade 1923 var hur ordinaltalen istéllet kan
definieras konkret som mangder av en viss typ. Konstruktionen av
de naturliga talen ovan dr bara borjan i denna konstruktion.
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Exempel pa hur man kan rdkna med ordinaltal

Betrakta en f6ljd av foljder av foljder (etc.) (inklusive gransvarden):

ay az az - by babs-  crca - ‘ &
— —— %
| | | ‘ R
A Ap Az
&1
Ay =1lima, A, = lim b, Az = lim ¢, (etc.) xp = lim A,

Om vi ska hélla pa sahér lange till kommer det att bli bokstavsbrist!

Istédllet kan man skriva alla dessa tal som en enda f6ljd (a,),»1 genom
att lata indexet n vara ett ordinaltal:

Aw+2 Aw-2+2

a; dp as Au+1  Aw+3 Aw2+1 ‘aw2+1

| | | ‘ | | | b | | ‘
[ [ [ ‘ [ [ [ ‘ [ [ ‘ ‘ [

Ay A2 a3
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von Neumanns konstruktion av ordinaltalen

Cantor: Kardinaltalet w dr ordningstypen for médngden N.

von Neumann: Sidg att kardinaltalet w ar mangden N, och fortsitt
sedan med konstruktionen succ(x) = xu {x}.

e Mangden w ={0,1,2,3,4,...} dr det minsta odndliga ordinaltalet.

Det ordinaltal som kommer direkt efter w dr mangden

w+1=succ(w) =wui{w}={0,1,2,3,4,...,w}

Darefter kommer

w+2=succ(w+1)={0,1,2,3,4,..., w,w+1}

Och sa vidare! Nar vi har alla w + k kan vi bilda

w+w={0,1,2,34,...w,w+l,w+2,...} =w-2

Sedan w-2+1 = succ(w - 2), etc.
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Ordinalaritmetik

Man definierar x +y och x - y for ordinaltal med samma rekursiva formler
som for naturliga tal, plus sdrskilda formler f6r limesordinaltal «, dvs.
ordinaltal (# 0) som inte har ndgon omedelbar foregangare.

(Exempel pd limesordinaltal: médngderna w och w + w ovan.)

x+0=x
x +succ(y) = succ(x +y)
x + « = (det minsta tal som &r storre dn x +y for alla y < «)

x-0=0
x-succ(y) =x-y+x
x -a = (det minsta tal som &r storre dn x -y for alla y < a)

(Aven potenser x¥ kan definieras for godtyckliga ordinaltal x och y.)
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Addition av ordinaltal ar inte kommutativ!

Exempelvis dr

3+ w = (det minsta tal som &r storre dn 3 + k for alla k < w)
= (det minsta tal som &r storre dn 3,4,5,6,...)

=w
vilket ju inte &r samma sak som w + 3. Intuitiv forklaring:

® w + 3 motsvarar att “rdakna till w och darefter till 3”:

1,2,3,4,5,...;1,2,3

e Men 3 + w motsvarar att “rdkna till 3 och dérefter till w”, vilket i
princip dr samma sak som att rdkna till w:

1,2,3,1,2,3,4,5,...

(Finare uttryckt: Det finns en ordningsbevarande 1-1-korrespondens mellan w
och den ordnade mangden {1, <2, <3, <1, <2, <3, <4, <5,<...}.)
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Inte heller multiplikationen dr kommutativ, t.ex. dr w-2 # 2 - w.

* Definitionerna ger

w-2=w-succ(l) =w-1+w=w-succ(0) +w
=(w-0+w)+w=0+w)+w
= (det minsta tal som &r storre an 0 + k for alla k < w) + w
=W+ w

respektive

2w = (det minsta tal som &r storre dn 2 - k for alla k < w)
= (det minsta tal som ar storre 4n 2,4,6,8,...) = w

* Ordinaltalet w -2 = w + w motsvarar att “rdkna till w, tva ganger”:

1,2,3,4,5,...;1,2,3,4,5,...

* Men 2-w = w motsvarar att “rdkna till 2, omega gdnger”, vilket ar
exakt lika mycket jobb som att rdkna till w:

1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,...
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Ater till negativa tal: konstruktion av Z fran Z+

* Nu vet vi vad positiva heltal d&r och hur man adderar och multipli-
cerar dem. (Vi kan latsas att vi 4r medeltidsmanniskor som inte ar
bekvdama med talet noll dnnu.)

* Nu ska vi forsoka infora noll och negativa heltal, och tala om hur
man raknar med dem.

* De negativa talen ska pd nagot vis representera det som man far
som resultat niar man forsoker utfora en “absurd” subtraktion. T.ex.
ar ska —3 vara resultatet av 1 -4, men ocksa av2-5,3-6,4 -7, osv.

* Idé: sdg att talet -3 ar méngden av alla dessa subtraktioner a — b!

Eller battre, eftersom vi inte kan utfora subtraktionerna innan vi har
definierat negativa tal, sdg att -3 d&r mdngden av de motsvarande
talparen (a,b):

N; ={(1,4),(2,5),(3,6),(4,7),...}

(N3 dr en tillfallig beteckning som star for “det tredje negativa taleti Z”.)
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Pa forra sidan hade vi “det tredje negativa taleti Z"”:

N; ={(1,4),(2,5),(3,6),(4,7),...}

De positiva heltalen har vi ju redan frdn borjan, men for att fa en enhetlig
beskrivning bdde positiva och negativa tal infor vi dven méangder som
ska std for resultaten av vanliga subtraktioner, som

4—1=5-2=6-3=7-4=--=3
T.ex. definierar vi “det tredje positiva talet i Z” som foljande méangd:

Py ={(4,1),(5,2),(6,3),(7,4),...}

Och médngden
0={(1,1),(2,2),(3,3),...}

kommer forstas att bli “talet nolli Z”.
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Vi tar alltsd alla talpar (a,b) dér a och b dr positiva heltal, och delar in dem i ekvivalens-
klasser “diagonalt”, en klass for varje (tilltankt) varde pd a - b.

Paren (a,b) och (c,d) ska tillhora samma klass om de tilltdnkta vardena a — b och ¢ - d
ar lika, men vi kan inte sdga a — b = ¢ —d dnnu, sa vi uttrycker det med enbart plus

istallet, sahar:
(a,b) ~(c,d) < a+d=b+c

b Ne N5 Ny N3 N> N1 O

Definition: Lat Z = { o0 ,N3, Nz, Nl, O, Pl, Pz, P3, 000 }
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Rikneoperationer pa Z
Nu har vi sagt vad elementen i médngden Z ska vara:
Z={...,N3,N;,N;, O ,P,P,,P;,...}

~~ = Y
"negativa tal” “noll”  “positiva tal”

Varje element i Z &r alltsd en ekvivalensklass av talpar.
Nasta steg ar att definiera rakneoperationer pa dessa klasser.

e Hur adderar man tva ekvivalensklasser X och Y?

e Idé: Om (a,b) € X och (c,d) € Y sa ar klasserna X och Y tankta att
motsvara talen a — b och ¢ - d.

Summan X + Y bor dd motsvara (a-b)+(c—d) =(a+c)-(b+4d).
* Def. av addition: Lat X + Y vara den klass som innehaller talparet
(a+c,b+d)

déar (a,b) och (c,d) ar representanter for klasserna X resp. Y.

(Maste visas att resultatet beror inte pa vilka representanter man véljer!)
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Lat oss testa! Vad ar P; + N5?

e Vilj en representant for klassen P, t.ex. (a,b) = (10,7).
* Vilj en representant for klassen N, t.ex. (c,d) = (3, 8).
e Dadr(a+c,b+d)=(10+3,7+8) =(13,15).

Detta talpar tillhor klassen Nb.

Alltsa ar P3 + N5 = Nz.
(Vilket saklart bara ar ett tillfalligt skrivsatt for 3 + (-5) = -2.)
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Idéer for def. av negation och multiplikation:
—(a-b)=b-a (a-b)(c-d) = (ac+bd) - (ad +bc)

e Def. av negation: Lat —X vara klassen som innehéller (b, a).
e Def. av subtraktion: Lat X - Y = X + (-Y).

e Def. av mult.: Lat XY vara klassen som innehaller (ac + bd, ad + bc).

Utifrdn dessa definitioner visar man alla de vanliga rdknereglerna for heltal (t.ex. att
“minus ganger minus blir plus”). Notera att definitionerna dr helt enhetliga; det behovs

ingen falluppdelning dar positiva tal, negativa tal och noll behandlas var for sig.

De positiva talen {1,2,3, ...} som vi borjade med ar inte element i var
mangd Z = { 50 ,N3, Nz, Nl,O,Pl,Pz, P3, 500 }

Men Z innehdller en perfekt kopia av dem, namligen {P;, P,, P;, ... }.

Vi kan déarfor ta oss friheten att identifiera de gamla positiva heltalen
med de nya, och skriva k istéllet for Pj.

Eftersom —P, = N; kan vi da aven skriva —k istallet for Ni, och vi infor
sdklart ocksa symbolen 0 istillet for O.
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* Nu har vi sett hur man kan konstruera heltalen Z och deras rakne-
operationer (plus, negation, ganger) fran de positiva heltalen Z* och
deras rdkneoperationer (plus, ganger).

e Exakt samma konstruktion kan ocksd anvandas for att definiera Q
fran Q*, eller R fran R*.

* De positiva rationella talen Q* kan i sin tur konstrueras fran Z* via
en liknande konstruktion med ekvivalensklasser av talpar.

T.ex. kan braket “en halv” representeras av klassen

{(1,2),(2,4),(3,6),(4,8),...}

och allmént ska paren (a,b) och (c,d) tillhora samma klass om de ar tiankta att
representera samma brak, dvs. a/b = ¢/d, men eftersom vi inte far sdga sa dnnu
uttrycker vi det enbart med ganger:

(a,b) ~(c,d) <= ad=bc
Definition av addition och multiplikation av ekvivalensklasser:

(a,b) e X . (ad +bc,bd) e X+Y
(c,d)eY (ac,bd) e XY
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Konstruktion av de reella talen

Det som aterstar nu ar att konstruera R fran Q.
(Eller R* fran Q* om man tycker att det blir enklare.)

Det finns mdnga satt. De tva mest kdnda ér:
e Dedekindsnitt
Dedekind 1858 (publicerat 1872)

* ekvivalensklasser av Cauchyfoljder
Cantor 1872 (forenkling av konstruktion som Weierstrass foreldast om 1865)

Meéray 1869 (oberoende, men ej sarskilt uppméarksammat i samtiden)
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Dedekinds konstruktion av R

Die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieser kleinen Schrift bilden, stam-
men aus dem Herbst des Jahres 1858. Ich befand mich damals als Professor am
eidgendssischen Polytechnicum zu Ziirich zum ersten Male in der Lage, die Elemen-
te der Differentialrechnung vortragen zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher
als jemals frithrer den Mangel einer wirklich wissenschaftlichen Begriindung der
Arithmetik. Bei dem Begriffe der Anndherung einer verdanderlichen Grofie an einen
festen Grenzwerth und namentlich bei dem Beweise des Safes, daf3 jede Grofse, wel-
che bestdndig, aber nicht iiber alle Grenzen wichst, sich gewifs einem Grenzwerth
ndhern muf}, nahm ich meine Zuflucht zu geometrischen Evidenzen.

Richard Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872

Ett forsok till oversattning:

De betraktelser som utgdr &mnet for denna lilla skrift harstammar fran hosten 1858.
Jag befann mig dé, som professor vid federala tekniska hogskolan i Ziirich, for
forsta gangen i situationen att behova foreldsa om grunderna i differentialkalkylen,
och kiande da tydligare 4n ndgonsin av bristen pa ett verkligt vetenskapligt ratt-
fardigande av aritmetiken. Jag fick ta min tillflykt till geometriska evidens nar
det géllde begreppet att en foranderlig storhet ndrmar sig ett fast gransvarde, och
speciellt vid beviset for satsen att varje storhet som vaxer stadigt (men inte bortom
alla granser) sakert mdste ndrma sig ett gransviarde.

Richard Dedekind, Kontinuitet och irrationella tal, 1872
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Om man delar upp de positiva rationella talen Q* i tva icketomma
disjunkta delmdngder L (som i left) och R (som i right) sddana att

x<yforallaxeLochyeR
sa kan tre fall intraffa:

1. L har ett storsta element r € QF, och R saknar minsta element:
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I fall 1 & 2 delar man upp Q* vid ndgot redan existerande (dvs. rationellt)
tal, men i fall 3 delar man upp Q" vid en “lucka” i méngden, alltsa precis
dar man skulle vilja att det fanns ett irrationellt tal (som \/2 i exemplet).

Dedekinds idé:

Ség att ett irrationellt tal dr en sddan uppdelning som i fall 3.

(Och identifiera de rationella talen med uppdelningar som i fall
1 eller 2. For att fa entydighet viljer vi att bara anvanda fall 2.)

Definition:
e Ett Dedekindsnitt i Q* &dr ett mdngdpar (L,R), ddr L och R ér
icketomma disjunkta delmdngder av Q* sddana att

(@) Q*=LuUR
(b) x <y forallaxeLochyeR

(c) L saknar storsta element

e Med positivt reellt tal menar vi ett Dedekindsnitt i Q.
Mingden av dessa snitt betecknas R*.
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Definition av hur man adderar och multiplicerar Dedekindsnitt:

° (Ll,Rl) aF (Lz, Rz) = (L,R) dar
L={x1+xp:x1€Ly, xp €Ly} R=Q*'\L

® (Ll,Rl) 0 (Lz,Rz) = (L,R) dar
L={x1x2:x1€Ly, xp€ Ly} R=Q*\L

Ordningsrelationen x < y pa R* dr ocksa létt att definiera:

(Ll, Rl) < (Lz, Rz) <~ Ll C L2

Dedekind konstruerade R direkt fran Q, dvs. “ett reellt tal ar ett Dedekindsnitti Q”.

Har har vi dock valt att konstruera R* frdn Q*. Detta gor att man slipper behandla
positiva och negativa tal med falluppdelning vid definitionen av multiplikation.

De negativa reella talen (och noll) infor vi istdllet genom att efterdt gd fran R till R

med samma konstruktion som nér vi gick fran Z* till Z ovan.
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Cantors (och Mérays) konstruktion av R

Denna idé dr ganska annorlunda.

Har kan man lika gdrna ga direkt fran Q till R.

De flesta dr nog vana att tanka pa reella tal som (eventuellt odndliga)
decimalutvecklingar, t.ex.

V2 = 1,414213562373095048801688724209698078569671875376948073 . . .

Och det kan man vél gora, men det &r t.ex. lite besvarligt att siga exakt hur man adderar
och multiplicerar sddana. Man kan ju inte “borja fran hoger” som man brukar annars!

Sa vi skulle vilja ha en definition dar det &r lattare att definiera rakneoperationerna.

Vad ovanstdende skrivsétt betyder dr att foljden

1 14 141 1414 14142 141421 1414213
10" 100" 1000” 10000” 100000 1000000" "

(som bestér enbart av rationella tal) har gransvirdet /2.
Idé: Kan vi sdga att talet \/2 dr denna foljd av rationella tal?
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Njae, det finns ju 4ven andra rationella talfoljder som gar mot /2.

T.ex. ger successiva trunkeringar av kedjebraksutvecklingen

1
V2=1+
2+
1
2 4
1
2+
0 4k
foljden
37 17 41 99 239 577
2757127 29" 70" 169" 408" "
Modifierad idé:

Ség att talet /2 &r mangden av alla rationella talfoljder som gar mot /2.
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Men vi far se upp for cirkelresonemang!

Hur sdger man att en foljd konvergerar mot \/2 innan man har definierat
vad talet /2 dr?

Vi mdste (a) urskilja de rationella foljder som “forsoker konvergera” och
(b) paketera alla som “forsoker konvergera mot samma tal” i en och
samma ekvivalensklass (som &dr det objekt som ska vara just det talet).

Definition:
* En talfoljd (a,):, kallas for en Cauchyféljd om det for varje & > 0
finns ett N sadant att |a,, — a,| < € for alla m,n > N.

* En talfoljd (a,)?, gar mot noll om det for varje € > 0 finns ett N
sddant att |a,| < € for allan > N.

» Tva Cauchyfoljder (a,)22, och (b,):2, rdknas som ekvivalenta om
skillnadsfoljden (a, - b,):2, gar mot noll.

* Med reellt tal menar vi en ekvivalensklass av Cauchyféljder av
rationella tal.
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Exempel:

* De tva foljderna ovan ar alltsa tva (av odandligt manga tdnkbara)
representanter for den ekvivalensklass av foljder som vi kallar for

det reella talet v/2.

* Mingden R av reella tal innehdller en perfekt kopia av médngden
Q av rationella tal: talet g € Q motsvarar den klass som innehdller
den konstanta foljden (g,4,4, ... ).

Sa vi kan identifiera Q med denna delmédngd av R.

Addition och multiplikation av reella tal definieras genom att operera
elementvis pd motsvarande Cauchyfdljder.

Dvs. om X och Y ar reella tal (klasser av Cauchyfoljder), tag representant-
foljder
(ay) e X (bp)eY

och It X + Y vara den klass som innehaller foljden (a, + b, ), samt lat XY
vara den klass som innehdller foljden (a,b,).

Som vanligt mdste man bevisa att resultatet inte beror pa valet av representanter!

39



Talet 0,999...

Det reella talet 1 dr ekvivalensklassen som foljden
(1,1,1,1,...)
tillhor.

Det reella talet 0,999... dr ekvivalensklassen som foljden

9 99 999 9999
10" 100" 1000" 10000" "

tillhor.

Men detta &r samma ekvivalensklass, eftersom skillnadsfoljden

1 1 1 1
10" 100" 1000” 10000" "~

gar mot noll! De bada foljderna representerar alltsd samma tal.

Slutsats: i det reella talsystemet géller 0,999...=1.

(Det ar bara tva olika skrivsitt for talet “ett”.)
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Nagra egenskaper hos R

* Det reella talsystemet innehdller inga infinitesimaler, dvs. tal x
sadana att 0 < |x| < 1/n for alla positiva heltal 7.

Detta brukar uttryckas som den arkimediska egenskapen:

Om a och b ar reella tal med 0 < a < b sa finns det ett heltal n
sadant att na > b.

* Det reella talsystemet &r Dedekindfullstandigt, dvs. det “saknar
luckor” — om man tar Dedekindsnitt i R sd uppstar inga nya tal.

Med andra ord: om man delar upp R i tvad icketomma disjunkta delmadngder L
och R saddana att x < y for alla x € L och y € R, sd méste antingen L ha ett storsta

element x( € R eller sd maste R ha ett minsta element x( € R.

)2] R={xeR:x>xq}
L={xeR:x<x} ©

JS] R={xeR:x>xp}
L={xeR:x<xp} o
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* Dedekindfullstindigheten uttrycks oftast i form av supremum-
axiomet:

Om M é&r en uppat begransad icketom méangd av reella tal
sa finns det ett reellt tal xo som dr den minsta 6vre begrans-
ningen for M.

(Varje tal m € M ar ett Dedekindsnitt. Tag unionen av alla dessa snitts
vansterméangder, sa fas vanstermadngden i Dedekindsnittet for x.)

Denna minsta 6vre begrdansning xy kallas supremum f{or
méangden M.

* Supremumaxiomet implicerar bl.a. satsen som Dedekind refererade
till i citatet ovan:

En vixande och uppat begransad f6ljd (a,)2°, av reella tal
madste ha ett reellt gransvarde.

(Namligen supremum for méngden {ay,a5,43,...}.)

Denna sats anvands i sin tur nar man bevisar satsen om mellan-
liggande vérde, satsen om storsta och minsta varde, etc.
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* Varje Cauchyfoljd av reella tal konvergerar mot ett reellt tal.

Detta innebaér att det reella talsystemet d&ven dr Cauchyfullstandigt,
dvs. om man bildar ekvivalensklasser av Cauchyfoljder av reella tal
(modulo ekvivalensrelationen “skillnaden gdr mot noll”) sa uppstar
inga nya tal.

* De reella talen kan beskrivas axiomatiskt genom att sdga att de
utgor en kropp (dvs. de fyra raknesatten finns och uppfyller alla de
vanliga rdknereglerna) som dr ordnad (dvs. har en ordningsrelation
x <y med de vanliga egenskaperna) och Dedekindfullstindig.

Varje kropp med dessa egenskaper dr isomorf med kroppen R.

(Man kan forstas rakna upp exakt vilka “vanliga” rakneregler och egenskaper

som asyftas, men de ar for manga for att jag ska orka gora detta har.)
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Bortom de reella talen

Aven om infinitesimalerna har befunnit sig utanfér matematikens huvud-
fdra sedan ndgon gang pa 1800-talet s har det hela tiden funnits mate-
matiker som grubblat 6ver dem, och numera vet man hur man rigorost
konstruerar talsystem som forutom de reella talen dven innefattar infini-
tesimaler och odndligt stora tal. De tvd mest kdnda ar:

* Hyperreellatal (Abraham Robinson, 1960-talet)
Bygger pa tidigare arbeten inom analys och logik.
Anvidnds i “ickestandardanalys”, ett alternativt sétt att visa samma
saker som i vanlig analys.

* Surreellatal (John Horton Conway, 1970-talet)

En helt egen varld! Upptdcktes som en blixt fran klar himmel vid
studier av slutspel i bradspelet go. (Kombinatorisk spelteori.)

(Andra tillampningar? Bra teori for surreell analys saknas.)

Namnet surreal numbers &r vitsigare pd engelska:
real number = reellt tal, surreal = surrealistisk (a la Salvador Dali)
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De hyperreella talen *R

* Generalisering av Cantors sétt att konstruera R med talfoljder.
» Ett hyperreellt tal 4r en ekvivalensklass av foljder av reella tal.

* Det maste inte vara Cauchyfoljder har! Varje f6ljd av reella tal re-
presenterar nagot hyperreellt tal.

* Ekvivalensrelationen som talar om nar tva féljder (a, )2, och (b,)%,
representerar samma hyperreella tal dr ocksa helt annorlunda &n i
konstruktionen av de reella talen.

Den bygger pd “omrostning med odndligt manga rostande”.

Se nasta sida!
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Naér ska tva reella talfoljder (a,) och (b,) betraktas som ekvivalenta?

Forestill dig att det vid varje position n € Z* star en observator,
som besvarar fragan ”dr dessa tva foljder lika?” enbart baserat pa
jdmforelse av de element som hen ser pa just sin plats:

(a,)=(1, 3, V2, m, -15, 123, ...)
(b,)=(9, €, -7, m, 512, 123, ...)

‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘

Ja!
ST

Vi vill nu sédga att de tva foljderna (a,) och (b,) ar ekvivalenta,

dvs. representerar samma hyperreella tal, om och endast om ja-

sidan vinner omrostningen, dvs. om foljderna ”ar lika pa tillrack-
ligt manga positioner”.

Ja!

‘ Nej! ‘

Om ena sidan bara far dndligt manga roster sd ska den andra sidan
vinna (for den har ju dd odndligt ménga roster).

Men hur avgodr man vilken sida som vinner ifall badda sidorna far
odndligt manga roster? (T.ex. varannan ja, varannan nej.)
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Det finns uppenbarligen ett visst matt av godtycke ndr man specificerar
rostningssystemet. Men 1at oss dnda forsoka konstruera nagot rostnings-
system som &r rimligt.

Kalla {ki,ky, ...} for en vinnande mingd ifall roster fran observatorerna
pa positionerna ki, ky, . .. skulle vinna 6ver roster fran de ovriga obser-
vatorerna. Det vi behover tala om dr vilka midngder som &r vinnande.

Uppenbara 6nskemal:

* En méngd ska vara vinnande omm dess komplement inte ar det.

(Varje omrostning ska ge ett definitivt utslag.)

¢ Andliga midngder ska inte vara vinnande.

(Som vi sade péd forra sidan.)

* En médngd som innehdller en vinnande delméangd ska sjdlv vara
vinnande.

(Man ska ju inte kunna hamna i ett simre ldge genom att lyckas varva 6ver rostare

frdn motstandarldgret, eller hur?)
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Ett mindre uppenbart énskemal, ifall vi vill kunna anvdnda omrostning
for att skapa en ekvivalensrelation:

e Skdrningen av tvd vinnande mdngder ska vara vinnande.

Detta behovs for att garantera transitivitet, dvs. foljande egenskap som
varje ekvivalensrelation mdste ha:

(an) ~ (bn)
(bn) ~ (cn)

(De observatorer som observerar a, = ¢, dr ju i vérsta fall bara de som bade observerar

} — () ()

Detta dr i sin tur nodvandigt for att likhet mellan hyperreella tal ska bete
sig pd Onskat sétt:

L=y

}:x:z
y=z
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e Dadliga nyheter:
For att fullstandigt specificera ett sddant rostningssystem madste
man gora odndligt manga godtyckliga val.
(I stil med ”ska de udda talen vinna dver de jimna talen eller tvdartom?”)
Det ar darfor helt hopplost att ge en explicit beskrivning av exakt
vilka mdngder som dr vinnande!

e Halvgoda nyheter:

Med hjélp av urvalsaxiomet fran midngdldran kan man dnda visa
att det i princip existerar rostningssystem (familjer av vinnande
méangder) som uppfyller de krav vi stallt upp.

Sddana familjer kallas fria ultrafilter pa N.
* Givet att vi tror pa existensen av fria ultrafilter, kan vi alltsd tdnka

oss att vi har ett sddant, och anvianda det for att definiera vad som
menas med att tva reella talfoljder ar ekvivalenta.

Da har vi definierat hyperreella tal med avseende pd just det ultrafiltret.
Teorin for hyperreella tal och ickestandardanalys paverkas dock
inte av vilket ultrafilter det var; allt funkar om man bara har ndgot.
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* De reella talen R kan identifieras med en delmdngd av de hyper-
reella talen *R, ndmligen de som svarar mot konstanta foljder:

reR <«— (ekvivalensklassen for foljden (r,r,7, ... )) e*R

* Foljden
(1,2,3,4,5,...)
representerar ett hyperreellt tal som vi kan dopa till w.

Ar da t.ex. w > 4 sant eller falskt? Lt oss rosta om saken!

Ar talet w. .. (1, 2, 3, 4 5 6 7 ...)
...storre an talet4? (4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, ...)

‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘

Ja!

P

Bara d@ndligt manga nej-roster (4 stycken). Storseger for ja-sidan!

P& motsvarande sitt inses att w > x dr sant for varje reellt x, vilket
visar att deti *R finns tal som &dr obegransade (“odndligt stora”).
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* De fyra raknesatten: operera elementvis pa representantfoljder.
T.ex. dr talet ¢ = = den ekvivalensklass som innehéller foljiden

11111 )

1727374757+ )
Omrostning visar att olikheten
O<e<x
gdller for varje positivt reellt tal x, sd ¢ dr en infinitesimal.

e Allménnare: varje funktion f:R — R kan utvidgas till en funktion
f:*R - *R genom elementvis applikation pa representantfoljder.

T.ex. definieras talet sin(e) av foljden
(sin %, sin %, sin %, sin }L, cee)e
Detta tal 4r en annan infinitesimal, som ligger mellan 0 och &:
O<sin(e) <e

(Omrt')stning om huruvida denna olikhet dr sann ger enhillig ja-seger, eftersom
0< sm <2 galler for alla heltal n > 1.)
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* P4 den hyperreella tallinjen &r varje vanligt reellt tal omgiven av en
“halo” av infinitesimalt ndrliggande hyperreella tal.

(Infinitesimalerna sjdlva, som € och sin(¢), tillhor halon kring 0 € R.)
* Och varje hyperreellt tal tillhor en “galax” av tal som ligger pa

begrdnsat avstadnd ifrdn varandra.

(Talen € och —43 ligger i samma galax, men w ligger i en annan galax,

som ocksa innehaller t.ex. w + ¢ och w —43.)

* Varje begrdansat hyperreellt tal kan “avrundas till ndrmsta reella tal”,
vilket kallas att ta standarddelen (eller skuggan) av talet.

e Derivatan f'(x) definieras i ickestandardanalys som standarddelen
av kvoten dy/dx:

f/(x) _ St(f(x—i_h})l_f(x))

dér h dr en godtycklig nollskild infinitesimal.

(Resultatet blir oberoende av i omm f ar deriverbar i punkten x € R.)

52



De surreella talen No

e Samtidig generalisering av Dedekinds sitt att konstruera R med
snitt och von Neumanns sétt att konstruera ordinaltalen On genom
att bygga upp mangder stegvis.

* Ett surreellt tal (som vi hdar kommer att kalla tal, rdtt och slitt) ges
av ett snitt i form av ett mangdpar

(L, R)
dédr L och R dr médngder av tidigare konstruerade (”enklare”) tal
sddana att x < y for varje x € L och y € R.

Detta snitt ar tankt att representera det “enklaste” talet som ligger
strikt mellan vinstermdngden L och hogerméangden R.

(I konstruktionen ingar ocksd att definiera vad som menas med “x < y”, men det

hoppar jag over, liksom mdnga andra detaljer.)

* Skapelsen borjar fran ingenting, genom att 1dta bdde L och R vara
tomma médngden. Detta ger det enklaste talet av alla, ndmligen
noll:

0=(g,0)
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e I nasta steg kan L och R vara antingen & eller {0}, sa vi kan bilda
fyra olika par (L, R).
Vi hade redan paret (g, @).

Med L = R = {0} far vi paret ({0}, {0}), men det dr inget tal.
(Ty x =0€ L och y =0 € R uppfyller ej kravet x < y.)

Vi far alltsa tva nya tal, det “enklaste talet mindre &n noll” och det
“enklaste talet storre dn noll”:

(2,{0})  ({0},2)

Dessa visar sig motsvara -1 och +1. Med en férenklad notation:

-1={10}  1={0]}
* I nasta steg bildas fyra nya tal, som visar sig vara:
1 1
2={]-0} -3={-1]0} S={0|1} 2={01]}

e Vikan dven bilda {-1 | 1}. Detta snitt ska sta for det enklaste talet
mellan -1 och 1, alltsa 0O, vilket dock redan hade definierats som
0 ={ | }. Man maste alltsd ocksa infora en ekvivalensrelation, sa
att flera olika snitt (L, R) kan representera samma tal {L | R}.
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* Varje ordinaltal kan identifieras med ett surreellt tal sddant att R = &:

0={]1}
1={0] }
2-1{0,1]}

3={0,1,2] }

w={0,1,23,...| }
w+1={0,1,2,3,...,w]| }
w+2=40,1,2,3,...,w,w+1]| }

* I slutdndan visar det sig att talen bildar ett binart trad (figur pa
ndsta sida). Langs hogra kanten 16per ordinaltalen, och de numrerar
trddets nivder (“dagarna i skapelsen”, talens “fodelsedagar”).

Olikheten x < y motsvarar att x ligger till vanster om y i tradet.

Ett tal x pa nivd a (dér « &r ett ordinaltal) nds fran nollan genom att
gd u steg vanster (minus) eller hoger (plus):  x = (+——+—+---).
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e D T w

/N
V2-¢ V2+¢ w-1w+1
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e Det “kanoniska” snittet {L | R} for ett tal x erhdlls genom att lata
méangderna L resp. R besta av de tal som ligger pa stigen fran O till x
i trddet och dr mindre resp. storre &n x.

* Pa dndliga dagar fods bara dyadiska brak, dvs. rationella tal av
typen k/2".
* Men pd dag w (ndr L och R kan vara odndliga mangder) f6ds plots-

ligt alla de Ovriga reella talen, dvs. icke-dyadiska brdk som

1
3= (0L 58 | LLES ) = (- ()9 = (bt )

och irrationella tal som
V2 = {dyadiska brak x > 0 med x? < 2 | d:0o med x* > 2}

_ 5> 45 181 3 23 91 363
N {O' L33 18 | 2,3 767 647 2567 ** }
= (++——++—+—+—————+——++++—---) (¢ periodiskt)

(De namn som vi har gett talen i trddet dr sdklart inte motiverade forran vi
har infort rikneoperationer, och t.ex. visat att talen 1 och 2 ovan uppfyller
ekvationerna 3x = 1 resp. x% = 2.)
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e P4 dag w fods ocksa en massa andra tal som inte finns i reella
talsystemet, ndmligen de obegréansade talen +w dér

w={0,1,2,3,...] } = (+9) = (+++++++-)

och infinitesimalerna +¢ dar

1
e==={0|1L,314 . }=(+=*) = (b=-- )
samt tal av formen ”“dyadiskt brdk plus/minus €”, t.ex.
g +e=(+—+—+-9) g —e=(+—+——+%)

(utgd frdn 2 = (+-+-) och haka pd (+-¢) resp. (—+%)).
e Dagen dérpa (alltsa pa dag w + 1) f6ds bland annat
w-1={0,1,2,3,...|w} = (+9-),
det enklaste talet som ar storre an alla heltal men mindre dn w.

Och sedan fortsdtter det med alltmer svindlande konstiga tal!

* Obs. att alla tal skapas pa samma sitt. Man behover alltsd inte ga
stegvis N - Q" - R* - Reller N - Z - Q —» R och i varje steg
identifiera de “gamla” talen med en delmédngd av de "nya”.
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Negation, addition och multiplikation definieras rekursivt sdhar:
= (| at)
x+y={xt+y, x+yl | xR +y, x + 4R}
xy = {xty +xyt - xtyt, xfy +ay® -l
xly + xyR = xlyR xRy 1 xyt - xRyl
dar talen x*, xR, y&, yR 16per genom de vanstra/hogra méngderna i
de snitt som definierar x resp. y.

(Alla operationer involverar enklare tal. Man landar efter dndligt manga steg i

“tomma” operationer med 0 = (&, @) ndr man nystar ut allting.)

Den surreella additionen &r associativ och kommutativ som vanligt,
och likasd multiplikationen.

(Satex.w+3=3+woch2 w=w-2, alltsd inte som for ordinaltal.)
Operationerna negation och addition har spelteoretiskt ursprung.

Negation av ett spel: de tvd spelarna ("L och R”) byter roller.

Addition av tva spel: spelen spelas sida vid sida, och ett drag i summaspelet

bestdr av att vélja ett av partierna och gora ett drag dar.
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* Att hitta den rétta definitionen av multiplikation dr svarare!

Idén som visar sig fungera ar att (x — x*)(y - y*) ska vara storre dn
noll om x! < x och yL < y:

0<(x-x")(y-y")
— 0 < xy - xty — xy* + xtyt
— xty + oyt - byt < xy
Alltsa bor xty + xyl — xtyL ligga i vinsterméngden for xy.
(Och analogt for ovriga kombinationer av L och R.)
* I det surreella talsystemet kan man dven invertera alla tal utom
noll, dra roten ur ickenegativa tal, hitta minst ett nollstélle till varje

polynom av udda gradtal, definiera exponentialfunktionen (med
viss moda!), m.m.

Exempelvis dr foljande ar ett fullt legitimt surreellt tal:

V-1t
exp(V/2+e—¢€%)
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