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Repetition: Skalarprodukt x -y

Vektor ganger vektor lika med skalar.

Geometrisk definition:
x-y = [x||y|cos®,

dar 6 ar vinkeln mellan x och y.

Skaldarprodukten dr en bilinjdr och kommutativ operation:

(ax+by)-(cz+dw) =acx-z+adx-w+bcy-z+bdy-w
X-y=y-X

Det ar inte meningsfullt att frdga sig om det dr en associativ operation, eftersom
skaldrprodukten av tre vektorer inte ens &r definierad:

?
(x-y)-z=x-(y-z)
~———— —

??? 2??

(Man kan forstas berdkna (x-y)z, dvs. skaldr ganger vektor, men det dr ndgot annat!)



Om (ey,...,e,) ar en ON-bas, sa ar

i=1 j=1
n n n
= Z inyj €€ = Zxk]/k/
i=1 j=1 —— k=1
=0 eller 1
det vill sdga

X1 W1

2

=X1Y1 t XolY2 + -+ XylYy.

Xn Yn



Repetition: Kryssprodukt x x y

Vektor ganger vektor lika med vektor. (Kallas dven vektorprodukt.)
Bara definierad i tre dimensioner!

Geometrisk definition: z = x x y dr den vektor som har beloppet
2| = x[|y| sin 6
och vars riktning (ifall |z| # 0) bestaims entydigt av villkoren

zZ1X, zZly, (x,y,z) ar ett hogersystem.

(Med férre dn tre dimensioner finns det inte plats for vektorn x x y att vara vinkelrat
mot x och y. Och om rummet har dimension storre &dn tre finns det odndligt manga

riktningar som &r vinkelrdta mot x och y.)



Kryssprodukten &r en bilinjar och antikommutativ operation:

(ax+by)x (cz+dw) =acxxz+adxxwW+bcyxz+bdyxw
XXy =-yXxX

Eftersom resultatet av produkten dr en vektor kan man kryssa igen med
en tredje vektor. Kryssprodukten dr dock inte associativ:

(xxy)xz#xx(yxz) (iallmédnhet)

Men den uppfyller Jacobis identitet:
(xxy)xz
H(y x2) xx

+(zxx)xy=0



Om (ej, ey, e3) dr en hogerorienterad ON-bas, sd ar
€] X € =¢€3, € X €3 =€, €3 X €1 =€y,

vilket ger

X xy = (x1€1 + xpep + x3€3) x (Y1€1 + Y282 + Y3€3)
=X1Y1€1 X €1 +tX1lYr €1 X ey +tX1lY3€1 X €3

— — ~—— ———
=0 =e3 =-€
+ X2l1 €2 X €1 +Xolr € X € +X2l/3 €, X €3
~— ~— N—— ——
=-e3 =0 =eq
+ X3lY1 €3 X €1 +X3lz €3 X € +X3l/3 €3 X €3
S~ ——— 7
:e2 :_el :0

= (X2y3 - X3]/2) e+ (x3y1 - x1y3) €+ (X1]/2 - xzy1) €3,

det vill saga
X1 W1 X2Y3 — X312
X2 | X1Y2|=|X3Yy1—X1Y3
X3 Y3 X1Y2 — X2Y1



Nagra halvmysko egenskaper:

* Lingden av x x y dr arean av den parallellogram som x och y spanner
upp.
* Vid basbyten transformeras koordinaterna for x x y annorlunda dn

for vanliga vektorer.

(Vid vridningar av koordinatsystemet blir det som vanligt, men
vid vridspeglingar fdr man ett extra minustecken, och vid icke-
ortogonala basbyten blir det helt annorlunda!)

Inom fysiken kallas ibland storheter som beter sig pa detta vis for
pseudovektorer eller axiella vektorer.

Exempel: vridmoment, rorelsemdngdsmoment, magnetfalt.

(Det dar dock naturligare att beskriva dem med hjalp av bivektorer,
som vi kommer till senare.)



Geometriska tillimpningar

Med skaldrprodukt &dr det enkelt att berdkna projektioner i R".

Projektionen av vektorn x pa enhetsvektorn n ges av projektionsformeln
Pn(x) = (x-n)n,
och projektionen av x pa (hyper-)planet ortogonalt mot n blir dirmed

Qn(x) =x-Py(x) =x—(x-n)n.

Med skaldrprodukt och kryssprodukt kan man berédkna vridningar i R3.

Operationen att vrida vektorn x vinkeln « kring enhetsvektorn n kan
t.ex. beskrivas med foljande formler:

Rpqa(x) = (x+n)n+sina (n xx) +cosa (x - (x- n)n)

=x+sina (nxx)+ (1-cosa) (nx(nxx)).

(Positiv led for vinkeln « d&r moturs sett fran spetsen av n.)



Geometri i tva dimensioner: komplexa tal

Vektorer i R? kan betraktas som komplexa tal, via korrespondensen

X
eR? <« «x+vyieC.
(y) !

Detta ger ett sitt att multiplicera vektorer i R? — bara multiplicera de
motsvarande komplexa talen! Fran

(a+bi)(c+di) = ac +adi + bci + bdi® = (ac - bd) + (ad + bc)i

fds da multiplikationsregeln

(5)(2) - (o e)

(Ett sétt att definiera de komplexa talen ar att sdga att C 4r vektorrummet R?, forsett

med denna multiplikation.)



Men denna multiplikation &r lite suspekt om man tianker pa vektorer
som geometriska objekt (ekvivalensklasser av riktade strackor).

Har &r t.ex. en geometrisk vektor i planet:
/ ’
Fraga: Vad ar x2?

(Alltsd x gdnger x.)
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For att svara pa frdgan maste vi infora en bas, sa att vi kan tala om
koordinatvektorn for x, t.ex. sdhar:

5] x:2e1+e2:g(1)
T/el

Vi identifierar x med det komplexa talet 2 + i, och berdknar (2 +i)? = 3+ 4i,
alltsd x2 = 3e; +4es:

x2 = 3e; +4e;

€2

€1
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Men tank om vi hade infort basen annorlunda, t.ex. sahar:

0

€1

D4 far vi x? = —4ey, eftersom (2i)? = —4:

x2 = —461

€2

€1

12



Sa hur ska det vara egentligen?

x2? x2?

Produkten beror pa valet av koordinatsystem!

Geometriskt sett dr alla riktningar likvdardiga, men valet av koordinat-
system innebdr ett symmetribrott; t.ex. beter sig vektorer langs reella
axeln annorlunda &n vektorer langs imagindra axeln, med avseende pa
denna multiplikation.
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Trots detta d4r komplexa tal anvdndbara i tvadimensionell geometri, pa
grund av egenskapen att ndr man multiplicerar tva komplexa tal z och w
kommer deras belopp att multipliceras och deras argument att adderas.

Operationen att vrida en vektor vinkeln # moturs i planet kan alltsa
utféras genom att multiplicera motsvarande komplexa tal med e* =
COS & + i sini:

Im Im. €%z=(15+21)(3+2i)
=2+3i

7 = 24k 2
iw — 12 | 5
M€ =13 T 13! :

/ ' « = arctan >
\) Re :
Re
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Alla de vanliga geometriska operationerna i R? kan representeras som
algebraiska operationer med komplexa tal:

e Addition av komplexa tal fungerar precis som vektoraddition.
* Komplex konjugering motsvarar spegling i reella axeln.

* Att ta real- och imagindrdelen motsvarar att projicera pa reella
respektive imagindra axeln.

* Mer allmént kan man berdkna skaldrprodukten mellan komplexa
tal (betraktade som vektorer i R?)
z=a+bi, w=c+di
med formeln Re(zw).
Bevis:
Re(zw) = Re((a +bi)(c- di))
= Re((ac +bd) + (bc - ad)i)
=ac+bd

(o))



En naturlig fraga:

Finns det nagot liknande “tredimensionellt” talsystem som kan
anvandas for att beskriva de geometriska operationerna i R3?

Fragan om hur man skulle kunna multiplicera och dividera taltripplar
sysselsatte i manga ar Irlands store vetenskapsman, William Rowan
Hamilton (1805-1865).

Han forsokte lange med tal pa formen a + bi + ¢cj, med tvd imagindra
enheter i och j. Men det gick inget vidare. ..

Brev till sonen Archibald Hamilton, 1865:

Every morning in the early part of the above-cited month [Oct 1843], on my
coming down to breakfast, your (then) little brother William Edwin, and
yourself, used to ask me, “Well, Papa, can you multiply triplets?” Whereto I
was always obliged to reply, with a sad shake of the head: “No, I can only
add and subtract them.”
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Men en dag fick han en ljus idé! Brevet fortsatter:

But on the 16th day of the same month — which happened to be a Monday,
and a Council day of the Royal Irish Academy — I was walking in to attend
and preside, and your mother was walking with me, along the Royal Canal,
to which she had perhaps driven; and although she talked with me now
and then, yet an under-current of thought was going on in my mind, which
gave at last a result, whereof it is not too much to say that I felt at once
the importance. An electric circuit seemed to close; and a spark flashed
forth, the herald (as I foresaw, immediately) of many long years to come
of definitely directed thought and work, by myself if spared, and at all
events on the part of others, if I should even be allowed to live long enough
distinctly to communicate the discovery. Nor could I resist the impulse —
unphilosophical as it may have been — to cut with a knife on a stone of
Brougham [Broome] Bridge, as we passed it, the fundamental formula with
the symbols, i, j, k; namely,
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Hamilton fick alltsa sina teorier att fungera med “fyrdimensionella” tal
a+bi+cj+dk (a,b,c,d e R)

som han dopte till kvaternioner.

Multiplikationen dr associativ men icke-kommutativ.
Frén i? = -1 och ijk = -1 fas

i = (=i)(-1) = (=) (ijk) = (%) (jk) = =(-1)jk = jik,
alltsa
jk = 1.
De allmédnna reglerna
ij=k jk=i, ki=j, ji=-k, kj=-i, ik=-j

visas pa liknande sétt.
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Kvaternioner har en realdel och en vektordel:
Re(a+bi+cj+dk)=a
Ve(a +bi+cj+dk) =bi+cj+dk

Ordet vektor myntades faktiskt av Hamilton, som beteckning for en “ren
kvaternion”, alltsd en med realdel noll.

Om man multiplicerar tva kvaternioner

g1 =a+X=a+Xx1i+xj+x3k
o =b+y=b+y1i+ysj+ysk

sa far man
g192 = (a+x)(b+y) = ab + ay + bx + xy,

dér xy berdknas pa ndsta sida.
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Produkten av de rena kvaternionerna x och y blir

xy = (x11 + x2f + x3k) (y11 + yoj + y3k)
= X111 + XoY2j* + X3y3k?
+ X1Y21] + XoY1]i + X1Y31k + X3y1ki + X0y37k + X3Y2k]
= —(X1}/1 + XolYo + x3y3)
+ (X2y3 = x3Y2)i + (x3y2 — X23)j + (X1y2 — X2y1)k.

Har dok nagra vidlbekanta uttryck upp!

Med modern notation skulle vi kunna skriva detta sahar:

Re(xy) = —x-y
Ve(xy) =xxy

Den terminologi och notation for vektoralgebra och vektoranalys som anvdnds nu
(skaldrprodukt, kryssprodukt, divergens, rotation) inférdes pa 1880-talet av den ameri-
kanske fysikern Josiah Willard Gibbs (1839-1903), och populariserades i boken Vector
Analysis (1901) av E. B. Wilson.
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En vridning i R?® (vinkeln « kring enhetsvektorn a) representeras av
kvaternionen
g =cos5+asing

enligt foljande formel:
Rau(y) =qyq=(cos5+asing)y(cos5—asing).

Bevis: Gor uppdelningeny =u+v,dédru || aochv 1 a. D4 ar
au=-a-u+0=ua, av=-0+axv=-va,
sdattqug=uqgqg=u=R,,(u)och

gqvq=(cos5+asing)v(cos5-asing)
= (cos 5 +asin5)(cos 5 +asing) v

2 2 x

= (cos? 5+a“sin” 5 +2acos5sing)v (obs. att a® = -1)

= (cosa +asina) v
=vcosa+(axv)sina =R, 4(V).

(Detta sétt att representera vridningar anvands t.ex. inom datorgrafik.)

21



Om man gor tva vridningar, forst R,,(y) = qyq och sedan Ry, g(y) =
ry7, sa kommer den sammansatta vridningen

Re,(y) = Rb,ﬁ(Ra,a(Y)) =r(qyq)T=rqy7q

alltsa att representeras av kvaternionen
rg = £ ibsint & in &
g = (cos5+bsin5)(cos5 +asiny)
= (COS 5 Cos g —(b-a) sin%sing)

#cin B in%cos 8 in%sinf
+(bcoszsm2+asm2c052+(b><a)sm251n2)

_ ¥ in X
= COS 5 +C€sin 5,

vilket ger formlerna for den sammansatta vridningens vinkel 7y och
axel c.
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Hamilton var dock inte forst med dessa formler.

Den franske bankiren Olinde Rodrigues (1795-1850) publicerade 1840
nedanstdende geometriska konstruktion for att bestimma c och v, och
tog dédrifrdn fram formlerna med sfdrisk trigonometri:

Enhetsvektorerna a, b, ¢ dr ortsvektorer for punkter A, B, C
pa enhetssfdaren, som bildar en sférisk triangel med f6ljande
vinklar:

N[
N ﬁ

N|=

A

(Schematisk figur; linjerna symboliserar storcirkelbagar pa enhetssfaren.)

Givet punkterna A och B och vinklarna « och S, bestams alltsd C:s lage
av skdrningen mellan tva storcirkelbagar, och da blir vinkeln /2 vad
den blir.
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Bevis:

N
~
S
N S
S

v
’
v
’
c’
\

Den forsta vridningen kring A avbildar C pd C’, och vridningen kring
B avbildar sedan C’ tillbaka till C. Punkten C fixeras alltsa av den sam-
mansatta vridningen, och maste darmed ligga pa dess vridningsaxel.

Den forsta vridningen kring A fixerar A, och vridningen kring B avbildar
sedan A pa A’. Den sammansatta vridningen kring C avbildar alltsa A
pd A’, och dess vridningsvinkeln maste ddrmed vara 7.
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Men Rodrigues var inte heller forst med detta, utan det var som vanligt
Carl Friedrich Gauss (1777-1855). ..

I efterlamnade opublicerade anteckningar fran c:a 1819 visar han hur
en allmédn transformation av rummet (vridning & skalning) kan skrivas
med en 3 x 3-matris i termer av fyra parametrar (a,b,c,d), och sedan
kommer formlerna for sammanséttning av tva sddana transformationer:

ax—bB-cy-dé=A

aB+bax—-cé+dy=B

ay+bd+ca—-dBf=C

ad —by—-cBf-da=D
(a,b,c,d)(«,B,7,0) =(A,B,C,D)

tillsammans med kommentaren

Esist also (a,b,c,d)(a, B,7y,0) nicht mit («, 8,7,6)(a,b,c,d) zu
verwechseln.

Som kvaternionmultiplikation (« + Bi + yj + dk)(a + bi + cj + dk), ju!

(Se attonde bandet av Gauss’ samlade verk, s. 357-361. Finns i universitetsbiblioteket!)
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Hogre dimensioner?

Det var vildigt mycket tjat om tre dimensioner!

Kan man inte gora nagot liknande i R"?

Inspirerade av kvaternionerna upptickte John Graves (1843) och Arthur
Cayley (1845), oberoende av varandra, oktonionerna, som &r tal av
formen

X0 + X111 + Xolo + X313 + X4ls + X515 + Xglg + X717 (xx € R)
dér de sju imaginédra enheterna iy multipliceras enligt regler som vi inte

gar in pa hédr. (Denna multiplikation dr inte ens associativ langre.)

Vektordelen av produkten av tvd rena oktonioner ger upphov till ett slags
kryssprodukt i R7, men dér slutar det roliga ifall man sdker en produkt
“vektor ganger vektor lika med vektor” med nagorlunda vettiga och
intressanta egenskaper.

Sa vi ska titta pa andra produkter dér resultatet blir geometriska objekt
av ett annat slag, multivektorer.
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Yttre produkt och multivektorer

Den tyske skolldararen Hermann Grassmann (1809-1877) dr upphovs-
man till den yttre produkten (eller kilprodukten)

XANYA---NZ.

Fraga: Givet tvd vektorer x och y i R”, sdg icke-parallella till att borja
med, vilka matematiska objekt kan man koppla till dem? (Det ska vara
ndgot geometriskt, dvs. oberoende av val av koordinatsystem.)

Tankbart svar: Det tvddimensionella underrum som de spanner upp.

Eller: Den parallellogram som har x och y som kantvektorer. (Vi vet ju
att kryssprodukten i R? hdanger ihop med arean av denna.)

Om x och y &r parallella sa kollapsar parallellogrammen till nagot med
arean noll, vilket hdanger ihop med kryssproduktens antisymmetri: det
dr ju sd att x xy = -y x x medfor x x x = 0.
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Grassmanns idé dr att bygga en associativ och bilinjar produkt utgdende
enbart fran kravet att x A x = 0 for alla x € R".

En sddan produkt maste vara antikommutativ:

0=(x+y)Ar(x+y)
:X/\X+X/\y+y/\X+y/\y

=0+xAy+yax+0

— Y/\X:—X/\y
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D4 kan vi t.ex. gora en sddan hér utrdkning, om x,y € R3:

XAy = (x1€1 + Xp€3 + X3€3) A (Y1€1 + €2 + Yz€e3)
=x1y1(e1ner) + x1y2(e1 A ez) + x1y3(er A es)
+xy1(exAep) + xzyz(ez Aney) + X2y3(ez Ae3)
+x3y1(e3nep) +x3ya(e3 Aney) +x3ys(es Aes)
= (x2y3 — x3y2) (e2 A e3)
+ (x3y1 — x1y3) (€3 neq)
+ (X1y2 - Xzy1) (e1nen)

Det blir alltsa precis som for kryssprodukt, forutom att vi inte sdger att
e; A ej maste bli en ny vektor, utan det kan bli ndgot annat slags objekt.

Det vi vet om kryssprodukt sdger oss att produkten x’ Ay’ skulle ge
exakt samma resultat som x A y ovan, ifall x" och y’ dr tvd andra vektorer
som ligger i samma plan som x och y, och &r orienterade likadant i
forhdllande till varandra som x och y, och spanner upp en parallellogram
med samma area som den som x och y spanner upp.

Detta dr nyckeln till att tolka det algebraiska objektet x A y geometriskt.
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En vektor illustreras ju ofta med en “pil”, dvs. en riktad stracka P—Q> fran
punkten P till punkten Q.

Men en annan riktad stricka RS sdgs ju representera samma vektor,
ifall linjesegmentet fran R till S &r parallellt med det fran P till Q, och
orienterat 4t samma hall, och lika langt.

Man sédger att en vektor dr en ekvivalensklass av sadana riktade strackor.

Objektet x Ay dr en bivektor, vilket (prelimindrt) dr en ekvivalensklass
av orienterade parallellogrammer.

Tva parallellogrammer representerar samma bivektor om och endast om
de &r parallella (alltsd ligger langs samma plan), likadant orienterade,
och har samma area:

oQ . !/
ar ekvivalent med y' f\/f_\// X
X

(saxAny=x"Ay')

y
I
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Man kan dven tdnka pd en (nollskild) vektor i R” som ett endimensionellt
underrum av R”, forsett med en orientering, och med ett positivt tal
associerat till sig (vektorns belopp/langd).

En (nollskild) bivektor blir pa motsvarande sitt ett tvadimensionellt
underrum av R”, forsett med en orientering, och med ett positivt tal
associerat till sig (bivektorns belopp/area).

Och man kan fortsdtta! En trivektor dr en ekvivalensklass av orienterade
parallellepipeder med samma volym, alternativt ett tredimensionellt
underrum av R”, forsett med en orientering, och med ett positivt tal
associerat till sig (trivektorns belopp/volym). Detta dr vad man far om
man tar yttre produkten av tre vektorer.

Och sa vidare. ..
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Lat oss prova pa att berdkna en trivektor i R3:

XAy AZ=(x1€1+ X282+ X3€3)
N (y1e1 + e + yses)
A (z1€1 + Z2€0 + 23€3)
=x1y1z1(e1ne1nep) +x1y1z2(e1 AepAey) + -
+Xx1Y2z3(€1 A€ A e3) +-- +X1Y3z2(€1 Aes Aey)
+---+ X3y3z3(e3 Ae3 Ae3)
= (X1Y223 + X2Y321 + X3Y122
— X2123 — X1Y3Z2 — X3Y221) (€1 A ez A e3)
(Observera att alla termer som innehaller samma faktor tvd ganger for-
svinner, t.ex.e;Ae;Ae; = —ejAejne;=-0ne=0.)
X1 Y1 21
Det som 6verlever framfor e; A e, A e3 dr determinanten |x; y» zp|, vil-

X3 Y3 Z3
ket som bekant &r (plus eller minus) volymen av parallellepipeden med

kantvektorerna x, y, z, om (e, ey, e3) dr en hoger-ON-bas.
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Vi kan prova att ta yttre produkten av tva vektorer i R* ocksa:

XAy = (x1€1 + Xp€ + X3€3 + X4€1) A (Y1€1 + Y€ + Y3€3 + Ys€y)
= (x1y2 - X2y1) (e1 A 2)
+ (x1y3 — x3y1) (e1 A e3)
+ (x1y4 — x4y1) (€1 A ey)
+ (X213 — x3Y2) (€2 A e3)
+ (x2y4 - x4yz) (exney)
+ (X3Ya — Xay3) (e3 A €3)

Det var ju inga problem!

Men hér blev det sex termer, s det finns ingen chans att omtolka re-
sultatet som en vektor i R*, utan vi maste verkligen 1ata det vara en
bivektor.

(I R3 fick vi tre termer, och kunde relatera bivektorn x Ay till vektorn
x x y via korrespondensen e; A e3 <> e, osv., som kopplar ihop ett plan
och dess normalvektor.)
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I R3 ar varje bivektor en linjarkombination av
e| Nep, e Nes, € A e3

och varje trivektor dr en konstant ganger e; A e, A e3.

I R* dr varje bivektor en linjairkombination av de sex bas-bivektorerna
e; A ej pa forra sidan, varje trivektor dr en linjarkombination av

€1 NeyANes, €1 Nex AN ey, €1 ANe3 A ey, e ANezANey

och varje kvadrivektor (eller vad det kan heta) dr en konstant ganger
€1 ANex Aes A ey.

Allmant: i R” bildar k-vektorerna ett (Z)-dimensionellt vektorrum.
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En allmédn multivektor &dr en hybrid: en linjairkombination av en skalér-
del, en vektordel, en bivektordel, en trivektordel, etc., exempelvis

5+3e1—-ey+17e1p+43 ey,

med det praktiska forkortade skrivsittet e; ; istillet for e; A - A g;.

Varje multivektor i R” kan alltsd skrivas som en linjirkombination av

1 {ei} {eij}iqj {€iik ficj<k €123..n

(5-()-)-6)-()-2

stycken koefficienter.

vilket ger

En sddan hybrid har i allmédnhet ingen naturlig geometrisk tolkning,
utan det dr bara ett element i den yttre algebran for R”, alltsa det 2"-
dimensionella vektorrum som den yttre produkten dr definierad pa.
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Faktum édr att vi maste revidera var tolkning av homogena multivektorer
ocksa, for det visar sig att t.ex. bivektorn e, + e34, alltsa

€1 ANext+ ez A ey,

inte gdr att skriva som x Ay for ndgra vektorer x och y, och darfor inte
kan tolkas som en parallellogram.

Sa det dr bara enkla multivektorer, dvs. sddana som rdkar ga att skriva pa

den faktoriserade formen x; A --- A ¢, som har den geometriska tolkning
som beskrivits ovan.
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Cliffordprodukten

Den yttre produkten dr anvandbar for att berdkna volymer, och den
har den trevliga egenskapen att x; A -+ A x; dr noll om och endast om
vektorerna xi, ..., x¢ dr linjart beroende.

Men den dr lite ensam utan ndgon skaldrprodukt (som ju ocksa ibland
kallas for inre produkt).

Det finns ett sédtt att multiplicera multivektorer som kopplar samman inre
och yttre produkt. Denna produkt dr uppkallad efter William Kingdon
Clifford (1845-1879), och brukar helt enkelt skrivas xy. Den bygger pa
relationen

X2 = [x]

for alla vektorer x € R”.

Om (ey,...,e,) ar en ON-bas far man da e% = 1 istéllet for ex A e, = 0,
men fortfarande
eie]- =e; N e]- = ei]-

fori #j.
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Sdhar blir Cliffordprodukten av tva vektorer i R4:

Xy = (x1€1 + X2€p + X3€3 + Xse4)(y1€1 + Y2€2 + /383 + Ys€4)
= (lel + X2l2 + X3Y3 + x4y4)
+ (lez - Xzyl) €12
+ (X1Y3 — X3Y1) €13
+ (X1Y4 — X4Y1) €14
+ (X2y3 — X3Y2) €3
+ (X2Y4 — X4Y2) €24
+ (X3Y4 — X4Y3) €34
=X-Y+XAYy
Produkten xy &r alltsa en hybrid, en multivektor som bestar av en skalar-
del x - y (symmetrisk) och en bivektordel x Ay (antisymmetrisk).

(Och om man multiplicerar ihop flera vektorer fdr man en salig blanding
av termer av olika grad.)
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Med en liknande berdkning som for kvaternionerna ovan kan man visa
att avbildningen

Sa(y) = —nyn
ar en spegling i det hyperplan som har enhetsvektorn n som normal.

Varje isometri F pa R” (vridning eller vridspegling) kan skrivas som en
sammansadttning av dndligt manga speglingar, och kan darfor skrivas
med Cliffordprodukt,

F(y) = (-1)*(ning:-ny) y (ng-nyny)
- (niny-ny) y (mimp-mp),

om man definierar konjugering sa att x = —x och Xy = yx.

Avbildningen F representeras alltsa av multivektorn nyn,---ny, som ar en
hybrid med skaldrdel, bivektordel, etc., om k &r jamnt (vridning) eller
med vektordel, trivektordel, etc., om k dr udda (vridspegling).
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Om man infor en operation som kallas kontraktion, som ar “dual” till
den yttre produkten, s kan man dven snyggt generalisera projektions-
formeln till projektion pd underrum av godtycklig dimension.

Sahar: Kontraktion frdn vanster med en basvektor berdknas genom att byta plats sd att
den basvektorn kommer forst, och sedan stryka den, t.ex.

€3-€1234 = e34e3124(—1)2 = e124(—1)2 = €124,
och det blir noll om den basvektorn inte ar med, t.ex.
es—ejy = 0.
Rikneregel (motsvarande géller med fler eller farre faktorer ocksd):

X=(y1Ay2AY3AY4) = (X-¥1)Y2AY3 A Y4
~(x-y2) y1Ay3A Y4
+(X-y3)y1Ay2 /Y4
—(X-y4)y1 Ay2 A Y3,
Formel for projektion pd det k-dim. underrum som representeras av den enkla k-

vektorn A:
Pa(x) = (x=A) AL,
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Rummet av multivektorer, med Cliffordprodukt istéllet for yttre produkt,
kallas Cliffordalgebran for R".

Cliffordalgebran for R? bestar av multivektorer av formen
a+(xej+yey)+ber

dar

2

e, =ej eye; e =—eje; epe; =1
S~—— S~——
=—ejey =il =1

sd att den jamna delalgebran innehdllande element av formen a + b ey, dr
en “"kopia” av det komplexa talsystemet.

Cliffordalgebran for R3 bestar av multivektorer av formen
a+(xer+yey+zes)+ (bi+cj+dk)+uens

ddr i = —ey3, j = —e3 och k = —eyp uppfyller Hamiltons relationer i? =
j?> =k? = ijk = -1, sd att den jamna delalgebran innehallande element av
formen a + bi + cj + dk dr en “kopia” av kvaternionerna.
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Niér vi beskrev vridningar i R? och R? tidigare sd var allting uttryckt
enbart i termer av komplexa tal respektive kvaternioner.

Nar man beskriver vridningar med Cliffordprodukt separeras elementen
som representerar vridningarna (multivektorer i den jamna delalgebran
av Cliffordalgebran) fran de objekt som vrids (vektorerna), vilket ger
en renare geometrisk bild och undviker manga fallgropar som histo-
riskt sett har orsakat forvirring och kontroverser, framfor allt vad géller
kvaternioner.

(T.ex. att rena kvaternioner verkar bete sig som “pseudovektorer” snarare
dn som riktiga vektorer. Men pa forra sidan sag vi ju mycket riktigt
kvaternionerna dyka upp som bivektorer snarare d&n vektorer, sa det blir
helt naturligt i Clifford-sammanhanget.)
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Hela denna apparat, med Cliffordprodukt, yttre produkt och kontraktion,
brukar ibland marknadsforas under namnet geometrisk algebra.

Cliffordalgebror anvands flitigt i modern matematisk fysik, om dn ibland
i forkladd skepnad.

T.ex. kan Cliffordalgebran for R3 representeras med komplexa 2 x 2-
matriser, ddr 1, e;, e, e3 motsvaras av Paulis spinnmatriser (fran kvant-

mekaniken):
o - 0 —i g o 1 0
27\i 0 7lo -1

(10 01
0710 1 1711 0

Cliffordprodukten motsvaras da saklart av vanlig matrisprodukt.
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Och i speciella relativitetsteorin anvdands Minkowskirummet R'?, som
ar som R* forutom att man har en ”skaldrprodukt” som inte &r positivt
definit: ep?> = +1, e;> = e,? = e3? = —1. Cliffordalgebran for R!? kan
representeras med reella 4 x 4-matriser, Diracs y-matriser. Istillet for att
beskriva elektriska falt med ett vektorfalt

E = Eje; + Erer + Ezes
och magnetiska filt med ett (pseudo)vektorfalt
B = B1e1 + Boes + Bzes
sldr man i relativitetsteorin ihop dem till ett enda bivektorfalt
Eieq0 + Exexo + Ezesp — Bieys — Boesi — Bseq.

Precis som observatorer i relativ rorelse inte kan enas om vad som &ar
“samtidigt” och “pd samma plats”, eftersom de anvander olika koordinat-
system i rumtiden, kan de heller inte enas om vad som &r ”elektriskt”
och “magnetiskt”; ndr man byter bas (Lorentztransformation) dndras ju
det kombinerade faltet till

Eif1o + Exfog + Eafsg — Byfos — Bofs — Bafoy.

ddr de nya komponenterna dr blandningar av alla de gamla.
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Det finns mycket, mycket mer att sdga om Cliffordalgebror och dylikt.

Men nu fér det rdcka for denna géang. ..

SLUT
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