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”Siteswap”

e Matematisk modell & notation for jongleringsmonster.

(Vissa aspekter av vissa typer av monster.)
» Utvecklades pa 1980-talet.

* Modellen struntar i vad som jongleras.
Sag bollar for enkelhets skull.

* Den struntar ocksd i om man kastar bakom ryggen, gor
piruetter, korsar armarna, etc.



* Grundantagande:

Man kastar och fdngar en boll i taget.
¢ Inte i denna modell, alltsa:

— Multiplex jonglering

En hand fangar/kastar/haller flera bollar samtidigt.
— Synkron jonglering

Flera hinder fangar/kastar samtidigt.

(Kan dock generaliseras dven till sddan jonglering.)



* Vinster och hoger hand alternerar.

(Antalet hiander spelar egentligen ingen roll i teorin. Men det &r sa
man brukar jonglera i praktiken.)

* Diskreta tidssteg.
* | varje tidssteg hdnder detta:

En tidigare kastad boll kommer in f6r landning.

Den hand som stér pa tur fangar denna boll, och
kastar den omedelbart igen.

* Eller mojligen detta:

Alla bollar har tidigare kastats sa hogt att ingen
av dem dr pa vdg att landa for tillfdllet.

Ingenting att gora, bara védnta till ndsta tidssteg.



* | notationen betecknas varje kast med ett heltal k > 1
som anger hur manga tidssteg senare den bollen kom-
mer att (fangas och) kastas igen.

* Ett vintesteg (tom hand, inget kast) betecknas med talet
noll.

* Jongleringen beskrivs alltsd abstrakt som en f6ljd av kast
och/eller vantesteg:

...,3,3,4,5,5,01,7,7,4,0,0,0,3,3, ...

(I princip en odndlig foljd.)



* Ju fler tidssteg bollen ska vara i luften innan den fangas,
desto hogre maste den kastas.

e Talet k brukar darfor kallas for kastets hojd.

Men den verkliga kasthdjden som behovs &r forstds proportionell
mot flygtiden i kvadrat.

Och flygtiden madste i praktiken vara lite kortare &n k tidssteg, for
sjdlva fdngst- och kastrorelsen tar lite tid ocksa.

Och tidsstegen kan Overlappa i praktiken, for en hand kan fanga
ndsta boll redan under tiden som den andra handen gor sitt kast.



Vid jonglering med alternerade hoger/vianster hand galler:

e Jamna kast fangas med samma hand som kastade.

e Udda kast fangas med den andra handen.

ﬂ
Jﬂﬂ“ Hﬂﬂﬂ,

8 6 4 2 1 3 5 7 9

Jamna kast: till samma hand igen Udda kast: fr&n ena handen till den andra

En dkta tvda dr ett 16jligt lagt kast, som vanligen realiseras
genom att halla bollen i tva tidssteg istdllet for att kasta.

7



* Fundamental princip:

Man maste vilja kasthojderna sa att tva bollar
aldrig landar i samma tidssteg.

(T.ex....,5,4,... funkar inte.)

* Dessutom madste nollorna sta pa exakt de tidssteg dar
det inte landar ndgon boll.

(T.ex....,3,3,3,0,... funkar inte.)



Exempel. Ett mOnster med tre bollar:

...,5,3,1,5,3,1,5,3,1, ...

e Strunta i kommatecknen.

(Kast med tvasiffrig hdjd anvands séllan i praktiken.)
e Skriv bara ut en period.

e Kortare skrivsitt, alltsa: 531.

(Eller 315 om man sa foredrar, eller 153.)



Nagra exempel pa periodiska jongleringsmonster
Tre bollar
3 (alltsa---33333333-)

Kaskad, det enklaste monstret med tre bollar.

e 51 (alltsa---51515151--+)

Shower, ganska mycket svarare!

e 441, 531, 34512, 5520, 55500, 60, 42, ...
Fyra bollar

* 4 Fontdn/vattenfall = tvd i varje hand (asynkront).
e 53  Half-shower.

e 71 Shower.

e 534,5551, 55514, ...
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Fem bollar

e 5 Kaskad.
e 73  Half-shower.
* 91 Shower.

* 64,645,753, 56734, 677172, ...
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Hur man enklast konstruerar giltiga kastfoljder

I varje tidssteg befinner sig bollarna i ett visst jonglerings-
tillstdnd, den "ko” som beskriver nar de kommer att landa
i framtiden.

T.ex. kan det se ut sahar:

1. En boll (r6d) ska just till att landa.

2. En boll (svart) kommer att landa i tidssteget dédrefter.
3. Ingen boll landar i steget darpa.

4. Annu en boll (bl) landar ett steg senare.

5. Och det var allt, inga fler bollar &r i luften.

Symboliskt (hoger ar langst fram i kon): |-~ °-00
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Nar man fangat den forsta bollen fdr man inte kasta 1 eller 3.
(Skulle leda till att tva bollar landar samtidigt.)

Ovriga kast gar bra, och ger nytt tillstdnd i nésta tidssteg:

etc.

(Den kastade bollen stéller sig pd anvisad plats i kon, och
de Ovriga flyttar ett steg framat.)
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Med b = 3 bollar och kasthéjd hogst i = 5 finns (Z) = (g) =10 tillstand:

3
-,
BLXXY

Giltiga jongleringsmonster <«—  Stigar i detta tillstindsdiagram
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Tillstindsdiagrammet kan forenklas genom att ta bort tillstand med

bara en pil in (en femma) eller bara en pil ut (en nolla), och tilllata att
en pil stdr {for en foljd av kast.

Kvar blir d4 bara tillstinden [-000¢ |, som ir (Z:f) = (gj) = 3 stycken:

3 eller 5520 eller 55500

4 eller 52 53 eller 551

2 eller 530 1 eller 40

4 eller 550

51

50
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e Tillstandsdiagram gor det enkelt att konstruera “site-
swaps” (dvs. giltiga jongleringsmonster) med ett givet
antal bollar och given maxhdjd.

* Men hur avgdr man om en given talf6ljd kan jongleras?

* Man kan ganska enkelt visa foljande:

aody---a,-1 ar en (n-periodisk) siteswap.

0

Man far en permutation av talen 0,1, ...,7 — 1 ndr man
reducerar talen a; + k modulo 7.

e Och i sé fall ar antalet bollar lika med medelvardet:

Aop+dq1+---+dyq

b
n
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Exempel:

* 53487 dr inte en siteswap, ty reduktion modulo 5 av
(5,3,4,8,7)+(0,1,2,3,4) = (5,4,6,11,11)
ger icke-permutationen

(0,4,1,1,1).

* Men 53494 gar bra att jonglera, eftersom reduktion av
(5,3,4,9,4)+(0,1,2,3,4) = (5,4,6,12,8)
ger permutationen

(0,4,1,2,3).

Antalet bollar i denna siteswap dr 2329+ = 5,
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Hur manga?

For att rdkna hur mdnga siteswaps det finns av en given langd och med
ett visst antal bollar &r en alternativ representation béttre.

Betrakta t.ex. 741303, en siteswap av langd sex med tre bollar:

..o00 -——-cba cba
7 7 K3
[0 0] a----cb acb
4 4 K
[(e-0--0] -a-b--c abc
1 1 Ky
B — --a-b-c & abc
3 3 Ky
[--eee.] ---acb- acb
0 0 Ko
[---eee] ----acb acb
3 3 K3
..o00 ----bca bca




Med “jongleringskort for tre bollar”

Ko IN| K> K3

NS

kan vi representera jongleringsmonstret som K;K,K; Ky KoK3 istéllet:

K3 Kz K1 K2 KO K3
C b
b a
C

2 \/
Genom att rdkna hur ménga tidssteg varje boll forblir i luften kan vi ater-
skapa vdr siteswap 741303, sa detta dr en helt ekvivalent representation.
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Med de fyra korten {Ky, K1, K>, K3} ovan, som ju involverar tre bollar,
kan vi t.ex. bilda 4% = 4096 strangar av langd 6, alltsa 4096 siteswaps av
langd 6.

Men av dessa ar det 3¢ = 729 stycken som bara anvéander de tre korten
{Ko, K1,K>}, och i dessa fall kommer minst en av bollarna att “svava
ovanfor” de andra och aldrig landa, dvs. det dr bara hogst tva bollar som
egentligen jongleras:

Kz K1 Kz K() Kz Kl
(c) (c)

b a

a NS A
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e Alltsa finns det
4% — 3% = 4096 — 729 = 3367
stycken siteswaps av langd 6 med exakt 3 bollar.

* Och pd motsvarande sitt visas att det finns
(b+1)"-b"

stycken siteswaps av langd n med exakt b bollar.
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e Men siffran 3367, eller (b +1)" — b" allmént, ar inte vad
jonglorer egentligen dr intresserade av!

* Vira siteswaps av langd 6 inkluderar ndmligen sadana
som vi redan kdnner till ifall vi tidigare har rdknat alla
siteswaps av kortare langd, t.ex.

333333 = 3, 515151 =51, 441441 = 441.

Dessa dr inte sd spdnnande hér, utan vad vi vill veta dr
hur manga som har minimal period 6.

* Vi har ocksa rdaknat cykliska skift som olika siteswaps:

741303,
413037,
130374, . ..

Men de bor ju betraktas som samma, eller hur?
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e Fixera antalet bollar b.

e Lat F(n) = (b+1)"-b" vara antalet n-periodiska site-
swaps med b bollar.

e Lat G(n) vara antalet saidana med minimal period 7.

e D& dr F(n) = > G(k) (dvs. summa &ver n:s delare):
k\n

F(1) = G(1)

F(2)=G(2)+G(1)

F(3) =G(3)+G(1)
F(4)=G(4)+G(2)+G(1)
F(5)=G(5)+G(1)
F(6)=G(6)+G(3)+G(2)+G(1)
F(7)=G(7)+G(1)
F(8)=G(8)+G(4)+G(2) +G(1)
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e Vi kdnner F(n) for alla n, och vill 16sa ut G(n) ur sam-
banden ovan.

* Vi berdknar enkelt (steg for steg):

F(1) =6(1) G(1) = F(1)
F(2)=G(2)+G(1) G(2) = F(2) - F(1)
F(3)=G(3) +G(1) G(3) = F(3) - F(1)
F(4)=G(4) +G(2) + G(1) G(4) = F(4) - F(2)
{F(5) = G(5)+G(1) < {G(5) = F(5) - F(1)
F(6) = G(6) + G(3) + G(2) + G(1) G(6) = F(6) - F(3) - F(2) + F(1)
F(7)=G(7) +G(1) G(7) = F(7) - F(1)

F(8) = G(8) + G(4) + G(2) + G(1) G(8) = F(8) - F(4)
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* Mer generellt ges svaret av Mobius’ inversionsformel

F(n)=) G(k) <= G(n)=) u(3)F(k).

k\n k\n

* Mobiusfunktionen u definieras av

.

0, om m innehaller nagon upprepad
primfaktor
+1, om m &r en produkt av ett jamnt
p(m) =

antal distinkta primfaktorer

-1, om m &r en produkt av ett udda

| antal distinkta primfaktorer

e Specialfallet (1) = +1 kan tas som en separat definition.

Eller tank att primfaktoriseringen av 1 dr den tomma
produkten med noll stycken faktorer (ett jamnt antal).
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* Antalet vi soker, nér cykliska skift identifieras, dr

G(n)

eftersom alla de n cykliska skiften dr olika ifall n dr den
minimala perioden.

* Med b = 3 bollar far vi dirmed 554 genuint olika site-
swaps som har langd 6 och inte dr en upprepning av en
kortare siteswap:

G(6) _ F(6) - F(3) - F(2) + F(1)

6 6
(46-36) - (43-3%) - (42-32) + (4'-3")
- 6
- 3367-37-7+1
- 6

=554
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Foljden G(n)/n borjar sahar (fortfarande med b = 3):

n 123 4 5 6 7 8

G(n)
n

1 3 12 42 156 554 2028 7350

[oeis.org/A065179]

1st.avlingd1: 3
3 st. av langd 2: 42,51, 60

12 st. av langd 3: 423, 441, 450, 522, 531, 603,
612, 630, 711, 720, 801, 900

42 st. av langd 4: 4233, ...
156 st. av langd 5: 42333, ...
554 st. av langd 6: 423333, ...
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http://oeis.org/A065179

Tillbaka till framtiden
Lek nu med tanken att tilldta kast med negativ hojd!

Exempel: 4530 dr en siteswap med tre bollar.

Genom att subtrahera 1 fran varje kast fas en (generaliserad)
siteswap med tva bollar: 342(-1).

[ Kontroll: (3,4,2,-1)+(0,1,2,3) = (3,5,4,2) = (3,1,0,2) (mod 4) OK! ]

o< NS
R~ R~
3 4 2 -1 3 4 2 -1 3 4 2 -1
A Bl |C||D t

Bollen som kastas vid A fangas vid C, kastas darifran ett steg bakat i
tiden, fangas vid B, och kastas tva tidsteg framat till D.
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Men har ar ett annat satt att tolka vad som hander:

¢ Boll som fardas bakat i tiden
<= antiboll som fardas framat i tiden.

* Att kasta en boll k steg bakat vid tidssteg ¢
< att kasta en antiboll k steg framat fran ¢ - k.
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e A
3 4 2771 3 4 2771 3 4 2 -1

A Bl/ClD ot

. Vid B har vi ingen inkommande boll att fanga, sa en tom hand ar
ledig. Istéllet for att kasta en nolla (dvs. vinta) skapar vi ett boll-
antiboll-par ur vakuum!

. Bollen kastas tva tidssteg framadt till D, vilket som vanligt anges av
tvdan vid kasttidpunkten B.

. Antibollen kastas samtidigt ett tidssteg framat till C, vilket anges av
minusettan vid mottagningstidpunkten C.

(Paminner lite om COMEFROM-kommandot, motsatsen till GOTO!)

. Vid C fdngas antibollen samtidigt med den boll som kastades vid A,
och de annihilerar varandra.
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Kan realiseras! Typ...
e Multiplex jonglering.
* Bollar och antibollar motsvaras av bollar med olika farg.

* Kreation/annihilation implementeras genom att plocka
upp eller lagga ner bollar.

[YouTube]
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https://www.youtube.com/watch?v=_5Q4UhyajC4

Det finns ocksa kopplingar till serids och ganska avancerad
matematik. Sdhér, t.ex.:

e Liegrupper (Sophus Lie 1842-99) beskriver symmetrier
hos differentialekvationer, elementarpartiklar, m.m.

(T.ex. SO(3), gruppen av alla vridningsmatriser av storlek 3 x 3.)

e Till varje Liegrupp G hor en Liealgebra g, som ér ett
enklare objekt.

(T.ex. s0(3), antisymmetriska matriser av storlek 3 x 3.)

e Man vill klassificera Liegrupper (”vilka finns det?”).

Borja med att klassificera Liealgebror.

® Detta utmynnar sa smdningom i ett geometriproblem
med vektorer och speglingar, klassifikation av rotsystem
(nasta sida).
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e Ett rotsystem i R” dr en dndlig mdngd vektorer som
upptyller vissa geometriska villkor.

Bl.a. ska spegling i hyperplanet ortogonalt mot godtyck-
lig vektor i systemet avbilda hela rotsystemet pa sig sjdlvt.

* Detta medfor att dessa hyperplan utgor en andlig spegel-
konfiguration, t.ex. som koordinatplanen i R3, eller som
dessa linjer i R*:

Speglingarna genererar en dndlig grupp, kallad Weyl-
gruppen for rotsystemet.

e I R?-exemplet ovan kallas Weylgruppen for A,. Den in-
nehdller tre speglingar och tre vridningar (inklusive iden-
titetsavbildningen), och dr isomorf med S; (gruppen av
permutationer av 3 element).
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 Klassifikation av (irreducibla) rotsystem:
Anl Bn/ Cn/ Dn/ E6/ E7I E8/ F4/ GZ

(Symboliseras med s.k. Dynkindiagram. Samma klassifikation, eller

ndstan samma, dterkommer for mdnga andra matematiska objekt.)

* Man kan ocksa understka konfigurationer med speglar
som inte maste ga genom origo (s.k. affina underrum).
T.ex. sahdr:

Gruppen som genereras av dessa speglingar dr odndlig
och utgor ett exempel pa en affin Weylgrupp, A..

* I R” finns en motsvarande Weylgrupp A, = 5,.1 och en
affin Weylgrupp A,. (Och dven B, etc.)
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* Givet en (generaliserad) siteswap kan vi definiera en
”“jongleringsfunktion”

f(k) =k+ ay
som anger vid vilket tidssteg som bollen kastad i steg k

landar. Detta ger en korrespondens mellan siteswaps
och permutationer f:Z — Z.

* Betrakta nu siteswaps av lingd n med noll bollar.
Alltsa n-periodiska heltalsfoljder (a)kz sddana att
(ap+0,a1+1,...,ap-1+n-1) = (perm. av {0,...,n-1}) (mod n),
ag+a,+---+a,_q1=0.

* De permutationer f:Z — Z som motsvarar sddana site-
swaps bildar en odndlig grupp som dr isomorf med den
atfina Weylgruppen A,,_;.

* Detta ger mojlighet att studera A,_; genom att tdnka pa
siteswaps. Vissa egenskaper blir da enklare att se.
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