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Forra gangen:

* Ordinaltalen (inkl. de naturliga talen) enligt von Neumann:

0=0
1= {0}
2=1{0,1}
3=10,1,2}

4=1{0,1,2,3}

w={0,1,2,3,4,...}
w+1={0,1,2,3,4,...,w}
w+2=40,1,2,3,4,...,w,w+1}

w+w={0,1,23,4,...,w,w+1,w+2,w+3,...} =w-2

(Induktiv definition av addition och multiplikation.)



» Konstruktion av negativa tal och brdk fran de naturliga talen.

(Ekvivalensklasser av talpar.)

e Cantors konstruktion av R fran Q.

(Reellt tal = ekvivalensklass av Cauchyfoljder av rationella tal. Tva
foljder representerar samma reella tal om skillnadsfoljden gar mot

noll.)
e Dedekinds konstruktion av R fran Q (eller R* fran Q™).
(Reellt tal = Dedekindsnitt i Q = uppdelning av Q i en "vénster-
méangd” L och en "hogermdngd” R, dédr L saknar storsta element.)
* Kroppen R innehdller inte ndgra (nollskilda) infinitesimaler.

(Den arkimediska egenskapen: Om de reella talen a och b uppfyller 0 <a < b, sa
finns ett heltal n sddant att na > b.)

* 1600- & 1700-talens infinitesimalkalkyl ersattes av analys baserad
pa begreppet gransvirde.

("For varje reellt tal € > 0 finns ett reellt tal 6 > 0 sddant att...”)



Bortom de reella talen

Man har numera rigordst konstruerat talsystem som férutom de vanliga
reella talen dven innehaller infinitesimaler och odndligt stora tal. De tva
mest kdanda ar:

* De hyperreella talen
Abraham Robinson, Non-standard Analysis (1966).
Bygger pa tidigare arbeten inom analys och logik.

Samma resultat som i vanlig analys, men alternativa bevismetoder.

e De surreella talen
John Horton Conway, On Numbers and Games (1976).

En helt egen varld! Upptdcktes som en blixt fran klar himmel vid
studier av slutspel i bradspelet go. (Kombinatorisk spelteori.)

(Andra tilldimpningar? Bra teori for surreell analys saknas.)

Namnet surreal numbers &r vitsigare pd engelska:
real number = reellt tal, surreal = surrealistisk (a la Salvador Dali).



De hyperreella talen (*R)

* Generalisering av Cantors sétt att konstruera R med talfoljder.
 Ett hyperreellt tal dr en ekvivalensklass av foljder av reella tal.

* Det maste inte vara Cauchyfoljder har!
Varje foljd av reella tal representerar ett hyperreellt tal.
* Ekvivalensrelationen som talar om nar tva féljder (a, )2, och (b,)%,

representerar samma hyperreella tal dr helt annorlunda dn i kon-
struktionen av de reella talen.

Den bygger pa “omrostning med odandligt mdnga rostande”.

Se néasta sida!



Naér ska tva reella talfoljder (a,) och (b,) betraktas som ekvivalenta?

Forestdll dig att det vid varje position n € Z* stdr en observator,
som besvarar fragan ”“dr dessa tva foljder lika?” enbart baserat pa
jamforelse av de element som hen ser pa just sin plats:

(a,)=(1, 3, V2, m, -15, 123, ...)
(b,)=(9, €, -7, m, 512, 123, ...)

Nej! Nej! Nej! Ja!

el %

Nej! Ja!

oo

Vi vill nu sdga att de tva foljderna (a,) och (b,) ar ekvivalenta,
dvs. representerar samma hyperreella tal, om och endast om ja-
sidan vinner omrostningen, dvs. om foljderna “ar lika pa tillrack-
ligt manga positioner”.

Om ena sidan bara far dndligt manga roster sd ska den andra sidan
vinna (for den har ju da oandligt manga roster).

Men hur avgodr man vilken sida som vinner ifall bada sidorna far
oandligt mdnga roster? (T.ex. varannan ja, varannan nej.)
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Det finns uppenbarligen ett visst matt av godtycke ndr man specificerar
rostningssystemet. Men 1at oss dnda forsoka konstruera nagot rostnings-
system som &r rimligt.

Kalla {ki,ky, ...} for en vinnande mingd ifall roster fran observatorerna
pa positionerna ki, ky, . .. skulle vinna 6ver roster fran de ovriga obser-
vatorerna. Det vi behover tala om dr vilka midngder som &r vinnande.

Uppenbara 6nskemal:

* En méngd ska vara vinnande omm dess komplement inte ar det.

(Varje omrostning ska ge ett definitivt utslag.)

¢ Andliga midngder ska inte vara vinnande.

(Som vi sade péd forra sidan.)

* En médngd som innehdller en vinnande delméangd ska sjdlv vara
vinnande.

(Man ska ju inte kunna hamna i ett simre ldge genom att lyckas vdrva dver rostare
fran motstandarldgret, eller hur?)



Ett mindre uppenbart énskemal, ifall vi vill kunna anvdnda omrostning
for att skapa en ekvivalensrelation:

e Skdrningen av tvd vinnande mdngder ska vara vinnande.

(Annorlunda uttryckt: Unionen av tva forlorande mangder ska vara forlorande, dvs.
tva forlorande véljargrupper kan inte vinna 4ven om de gar samman. Med induktion
foljer att samma sak géller for godtyckligt dndligt antal.)

Detta behovs for att garantera transitivitet, dvs. foljande egenskap som
varje ekvivalensrelation mdste ha:

(an) ~ (bn) }
(bn) ~ (cn)

(De observatorer som observerar a, = ¢, dr ju i vérsta fall bara de som bade observerar
atta, = b, och att b, = ¢;,.)

(an) ~ (cn)

Detta dr i sin tur nodvandigt {for att likhet mellan hyperreella tal ska bete
sig pa Onskat sétt:
2

} —  x-z
Y=z



e Dadliga nyheter:
For att fullstandigt specificera ett sdidant rostningssystem madste
man gora odndligt manga godtyckliga val.
(I stil med ”ska de udda talen vinna 6ver de jamna talen eller tvdartom?”)
Det dr darfor helt hoppldst att ge en explicit beskrivning av exakt
vilka mdngder som dr vinnande!

* Halvgoda nyheter:

Med hjalp av urvalsaxiomet fran méngdldaran kan man &nda visa
att det i princip existerar rostningssystem (familjer av vinnande
méangder) som uppfyller de krav vi stdllt upp.

Sddana familjer kallas for fria ultrafilter (pd méngden av positiva
heltal).

* Givet att vi tror pa existensen av fria ultrafilter, kan vi alltsd tdnka
oss att vi har ett sddant, och anvianda det fOr att definiera vad som
menas med att tva reella talfoljder dr ekvivalenta.

Da har vi definierat hyperreella tal med avseende pd just det ultrafiltret.
Teorin for hyperreella tal och ickestandardanalys paverkas dock
inte av vilket ultrafilter det var; allt funkar om man bara har nigot.
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* De reella talen R kan identifieras med en delmdngd av de hyper-
reella talen *R, ndmligen de som svarar mot konstanta foljder:

reR <«— (ekvivalensklassen for foljden (r, 7,7, ... )) € *R

* Foljden
(1,2,3,4,5,...)
representerar ett hyperreellt tal som vi kan dopa till w.

Ar da t.ex. w > 4 sant eller falskt? Lt oss rosta om saken!

Ar talet w. .. (1, 2, 3, 4 5 6, 7, ...)
...storre an talet4? (4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, ...)

‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘ ‘ Nej! ‘

¢ % TR %Yy

Bara dndligt manga nej-roster (4 stycken). Storseger for ja-sidan!

Ja!

P4 motsvarande sitt inses att w > x dr sant for varje reellt x, vilket
visar att deti *R finns tal som dr obegrdnsade (“odndligt stora”).
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* De fyra raknesatten: operera elementvis pa representantfoljder.
T.ex. dr talet ¢ = 2 den ekvivalensklass som innehéller foljden

11111 )
172/374,57 /)

Omrostning visar att olikheten
O<e<x
gdller for varje positivt reellt tal x, sa € dr en (nollskild) infinitesimal.

e Allménnare: varje funktion R — R kan utvidgas till en funktion
*R - *R genom elementvis applikation pd representantfoljder.

T.ex. definieras talet sin(¢) av foljden
(sing,sin},sing,sini,...).
Detta tal 4r en annan infinitesimal, som ligger mellan 0 och &:
0<sin(e) <€

(Omrostmng om huruvida denna olikhet dr sann ger enhillig ja-seger, eftersom
0< sm < galler for alla heltal n > 1.)
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* En reell mdngd A c R ger upphov till en motsvarande hyperreell
méangd *A c *R, som bestdr av de hyperreella tal som representeras
av foljder (a,) dar alla a,, tillhor A.

(Eller dér dtminstone tillrdckligt manga a,, tillhor A, dvs. sd manga att omrostning
om frdgan “a, € A?” ger vinst for ja-sidan.)

* En reell funktion med definitionsméngd A c R utvidgas pd samma
sdatt som ovan till en hyperreell funktion med definitionsméangd
‘A c*R.
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* P4 den hyperreella tallinjen &r varje vanligt reellt tal omgiven av en
“halo” av infinitesimalt ndrliggande hyperreella tal.

(Infinitesimalerna sjdlva, som € och sin(¢), tillhor halon kring 0 € R.)
* Och varje hyperreellt tal tillhor en “galax” av tal som ligger pa

begrdnsat avstadnd ifrdn varandra.

(Talen € och —43 ligger i samma galax, men w ligger i en annan galax,

som ocksa innehaller t.ex. w + ¢ och w —43.)

* Varje begrdansat hyperreellt tal kan “avrundas till ndrmsta reella tal”,
vilket kallas att ta standarddelen (eller skuggan) av talet.
o Skrivsittet
Xy

betyder att x och y dr hyperreella tal som ligger infinitesimalt ndra
varandra, dvs. |x - y| < & for alla positiva heltal n.
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En mycket litet smakprov pa ickestandardanalys

* Den reella funktionen f: A - R dr kontinuerlig i punkten x € A om
och endast om dess hyperreella utvidgning f: *A — *R uppfyller

y=x och yeA = f(y)=f(x)
e Derivatan f’(x) definieras som standarddelen av kvoten df /dx:

f(x+h)—f(X))
h

f'(x) = st(

dér h dr en godtycklig nollskild infinitesimal.

Resultatet blir véldefinierat (ett reellt tal, samma tal for alla /1) om och endast om
f ar deriverbar i punkten x € R (i vanlig mening).
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De surreella talen (No)

* Idén uppstod pa slutet av 1960-talet inom kombinatorisk spelteori.

* Teori fanns for “opartiska spel” (t.ex. nim), ddr bdda spelarna har
samma uppsdttning av tilldtna drag i en given stdllning.

* John Conway (matematiker i Cambridge) borjade pd allvar under-
sOka “partiska spel” dd han fick brittiske médstaren i go som kollega.
Ett typiskt go-parti sonderfaller pa slutet i en “summa” av flera

separata slutstrider som spelas “parallellt”.

* Conway upptdckte att det fanns en delklass av alla tinkbara “spel”
som inte bara kunde adderas, utan dven multipliceras (med mera).
Dessa spel kallade han “tal”.

(Senare dopta till “Surreal numbers” av Donald Knuth.)
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* Konstruktionen dr en samtidig generalisering av Dedekinds sétt
att konstruera R med snitt och von Neumanns sétt att bygga upp
ordinaltalen On stegvis utifrdn tomma méangden.

o Ett surreellt tal (eller tal, ratt och slitt) ges av ett snitt i form av ett
mangdpar
(L,R)

dédr L och R dr médngder av tidigare konstruerade (“enklare”) tal
sddana att x < y for varje x € L och y € R.

Detta snitt dr tankt att representera det “enklaste” talet som ligger
strikt mellan vanstermdngden L och hogerméangden R.

(I konstruktionen ingar ocksd att definiera vad som menas med “x < y”, men det
hoppar jag dver just nu, liksom manga andra detaljer.)

e Skapelsen borjar fran ingenting, genom att ldta bade L och R vara
tomma méngden. Detta ger det enklaste talet av alla, ndmligen
noll:

0=(g,0)
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e I nasta steg kan L och R vara antingen & eller {0}, sa vi kan bilda
fyra olika par (L, R).
Vi hade redan paret (2, @).

Med L = R = {0} far vi paret ({0}, {0}), men det dr inget tal.
(Ty x =0 € L och y = 0 € R uppfyller ej kravet x < y.)

Vi far alltsa tva nya tal, det “enklaste talet mindre &n noll” och det
“enklaste talet storre dn noll”:

(2,{0})  ({0},2)

Dessa visar sig motsvara -1 och +1. Med en férenklad notation:

-1={]0} 1={0]}
* I nasta steg bildas fyra nya tal, som visar sig vara:
1 1
2={]-1,0} —5={-110} >={0|1} 2={01]}

e Vi kan dven bilda {-1 | 1}. Detta snitt ska sta for det enklaste talet
mellan -1 och 1, alltsa 0, vilket dock redan hade definierats som
0 ={ | }. Man maste alltsd ocksa infora en ekvivalensrelation, sa
att flera olika snitt (L, R) kan representera samma tal {L | R}.
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¢ Ordinaltalen kan identifieras med de surreella tal som har tom
hogermangd (R = @):

0={1}
1={0] )
2={0,1] }

3={0,1,2] }

w={0,1,23,...| }
w+1={0,1,2,3,...,w]| }
w+2={0,1,2,3,...,w,w+1]| }

* I slutdndan visar det sig att talen bildar ett binart trad (figur pa
ndsta sida). Langs hogra kanten 16per ordinaltalen, och de numrerar
trddets nivder (“dagarna i skapelsen”, talens “fodelsedagar”).

Olikheten x < y motsvarar att x ligger till vanster om y i tradet.

Ett tal x pd nivd « (ddr « dr ett ordinaltal) nas fran nollan genom att
gd u steg vanster (minus) eller hoger (plus):  x = (+——+—+--).
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e D T w

/N
V2-¢ V2+¢ w-1w+1
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e Det “kanoniska” snittet {L | R} for ett tal x erhdlls genom att lata
mangderna L resp. R besta av de tal som ligger pa stigen som gar
fran 0 till x i trddet och 4r mindre resp. storre dn x.

e P4 dndliga dagar fods bara dyadiska brdk, dvs. rationella tal av
typen k/2".

* Men pd dag w (nér L och R kan vara odndliga méngder) f6ds plots-
ligt alla de 6vriga reella talen, dvs. icke-dyadiska brdk som

1
3 {O, }1, %, %711"" ’ 1, %, %, :13—%,} = (+=(—4)“) = (+——+—+—+—+-)

och irrationella tal som

V2 = {dyadiska brék x > 0 med x* < 2| d:0 med x* > 2}

_ 5 45 181 3 23 91 363
- {0/ Lz ’ 2,5 767 647 2567 }
= (++——++—+—+————+——++++—:--) (e]j periodiskt)

(De namn som vi har gett talen i tradet ar sdklart inte motiverade forran vi
har infort rikneoperationer, och t.ex. visat att talen 1 och 2 ovan uppfyller
ekvationerna 3x = 1 resp. x% = 2.)
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e P4 dag w fods ocksa en massa andra tal som inte finns i reella
talsystemet, ndmligen de obegréansade talen +w dér

w={0,1,2,3,...| } =(+Y) = (+++++++--)
och infinitesimalerna +¢ dér
1
e= L0131 d = ) = ()

samt tal av formen ”“dyadiskt brdk plus/minus €”, t.ex.

g +e=(+—+—+-Y) g —e=(+—+——+%)
(utgd fran 2 5 = (+—+-) och haka pa (+-%) resp. (—+%)).
e Dagen darpa (alltsa pa dag w + 1) fods bland annat
w-1={0,1,2,3,... |w} = (+9-),

det enklaste talet som ar storre an alla heltal men mindre an w.

Och sedan fortsdtter det med alltmer svindlande konstiga tal!

* Obs. att alla tal skapas pa samma sdtt. Man behover alltsd inte ga
stegvis N - Q" - R* - Reller N - Z - Q - R och i varje steg
identifiera de “gamla” talen med en delmédngd av de "nya”.
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* Negation, addition och multiplikation definieras rekursivt sdhar:
= {2 |}
x+y={xt+y, x+yl | xR+y, x+yR}
xy = {xty +ay’ - xtyt, 2y - xy® - xRyt |
xly + xyR = xbyR, xRy + xyt — xRyl
dar talen x*, xR, y&, yR 16per genom de vanstra/hogra méngderna i
de snitt som definierar x resp. y.

(Alla operationer pa hogersidan involverar enklare tal. Nar man rekursivt nystar
ut allting kommer man efter dndligt mdnga steg att landa i “tomma” operationer
med 0 = (2,9).)

* Den surreella additionen &r associativ och kommutativ som vanligt,
och likasd multiplikationen.

(Satex.w+3=3+woch2 w=w-2, alltsd inte som for ordinaltal.)

* Operationerna negation och addition har spelteoretiskt ursprung.

Negation av ett spel: de tvd spelarna ("L och R”) byter roller.

Addition av tva spel: spelen spelas sida vid sida, och ett drag i summaspelet
bestdr av att vélja ett av partierna och gora ett drag dar.
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* Att hitta den rétta definitionen av multiplikation dr svarare!

Idén som visar sig fungera ar att (x — x*)(y — y*) ska vara storre dn
noll om x* < x och y& <y

0<(x-x")(y-y")
— 0 < xy - xby — xy* + xFy*
— xly + xyt - xtyl < xy
Alltsa bor xty + xyl — xtyL ligga i vinsterméngden for xy.
(Och analogt for ovriga kombinationer av L och R.)
* [ det surreella talsystemet kan man dven dividera med alla tal utom
noll, dra roten ur ickenegativa tal, hitta minst ett surrellt nollstalle till

varje polynom av udda gradtal med surrella koefficienter, definiera
exponentialfunktionen (med viss moda!), med mera.

Exempelvis dr foljande ér ett fullt legitimt surreellt tal, som doljer
sig ndgonstans djupt inne i tradet:

Vw -1
exp(V/2 +e—¢5)
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Den exakta och fullstdndiga definitionen av surrella tal enligt Conway:

* * *
If L, R are any two sets of numbers, and no member of L is > any member of R, then
there is a number {L | R}. All numbers are constructed in this way.

Definition of x >y, x <y.
We say x >y iff (no xR <y and x <no y*),and x <y iff y > x.
We write x £ y to mean that x <y does not hold.

Definitionof x =y, x >y, x <.
x=yiff(x>yandy>x). x>yiff (x >yand y ¥ x). x <y iff y > x.
Definition of x +y.
x+y={xLl+y, x+yl | xR +y, x +yR}.
Definition of —x.
—x = {-xR|-xL}.
Definition of xy.
xy = {xly +xyt — xLyl, xRy + xyR — xRyR | xly + xyR — xLyR, xRy + xyl — xRy}

It is remarkable that these few lines already define a real-closed Field with a very rich

structure.
* * *

Definitionen av ”"x = y” dr det som introducerar ekvivalensrelationen
som ndmndes tidigare.
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