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Viktiga artal

e Forsta varldskriget 1914-1918.
* Ryska revolutionen 1917. Sovjetunionen 1922.

 Hitler rikskansler i Tyskland januari 1933.
* Andra varldskriget 1939-1945.



David Hilbert (1862-1943)

Fodd i Konigsberg. Fadern domare.
Borjade pa univ. i Kénigsberg 1880.
Doktorsavhandling 1885 (invariantteori).
Studieresa 1885-86, bl.a. Paris.

Habilitation i Konigsberg. Arbete som Privat-
dozent, senare Extraordinarius (~ bitr. prof.).

Professor i Gottingen fran 1895 till sin dod.

Vilkdnd redan pa 1890-talet. Mycket beromt foredrag pa den andra
internationella matematikerkongressen i Paris dr 1900 (”"Hilberts 23
problem”).

Betraktades (och betraktas fortfarande) som den mest framstaende
matematikern under det tidiga 1900-talet, sarskilt efter att Henri
Poincaré (1854-1912) dott.

(Alla foton ar hamtade fran Wikimedia Commons.)
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» Studiekamrat pa universitetet, och van for
livet, med Hermann Minkowski (1864—
1909).

Framst talteoretiker. Vann Franska vetenskaps-

akademins Grand Prix des Sciences Mathematiques
vid 18 drs alder 1883.

Aven kand fér Minkowskirummet, geometrin hos
rumtiden i Einsteins speciella relativitetsteori.

(Einstein hade f.6. haft Minkowski som ladrare i
matematik vid tekniska hogskolan i Ziirich.)

Professor i Gottingen 1902. Dog tragiskt av brusten
blindtarm vid 44 ars alder.

* Varje eftermiddag kl. 17 gick Hilbert, Minkowski och deras ldrare
Adolf Hurwitz (1859-1919) pa promenad "till dppeltrdadet” och
pratade matematik.



Hilbert var en matematisk “periodare”:

e Invariantteori (1884-93)

Doktorsavhandlingen. Gordans problem.

o Algebraisk talteori (1893-98)
Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper (1897).
Klasskroppsteori.

* Geometrins axiomatiska grundvalar (1898-99)
Grundlagen der Geometrie (1899).

* Integralekvationer (1900-)
Inspirerat av arbeten av Ivar Fredholm (1866-1927). Hilbertrum.

* Matematisk fysik

Relativitetsteori. Kvantmekanik. Methoden der mathematischen Physik
(1924), vdlkand bok ihop med Richard Courant (1888-1972).

* Metamatematik, matematisk logik

5



Invariantteori

Form = homogent polynom, t.ex.

Q(x,y,z) = ax* + by* + cz* + 2dxy + 2exz + 2fyz  ternar kvadratisk form
—

3 variabler grad 2

R(x,y) = ax®+3bx*y + 3cxy? + dy® bindr kubisk form
—_—— ——
2 variabler grad 3

Invarianter = kombinationer av koefficienterna som inte andras vid
linjdra variabeltransformationer.



T.ex. for ternara kvadratiska former

a d e\ [x
QX)=axi+bx3+...=(x1 x x3)[d b f||x]=X'SX
e f c)\x3
ar
a d e

det(S)=|d b f|=abc+2def —af?-be*-cd?
. f

en invariant vid variabelbyten X = UX, det(U) = 1.

(@}

Aven om den transformerade formen Q(X) = Q(UX) = a%2 + b%% +... i allménhet inte
har samma koefficienter som forut (@ behover inte vara lika med a, osv.), sd kommer
just den kombinationen av koefficienterna att ha ett oférandrat varde:

abé + 2def - af? - bé® - éd? = abc + 2def — af? - be? - cd?.



* Den grundldggande fragan: Hur manga (oberoende) invarianter
finns det for former av ett visst gradtal och med ett visst antal
variabler?

o Arthur Cayley (1821-1895) visade 1856 att for kvadratiska, kubiska
eller terndra bindra former P(x,y) finns det bara dandligt manga.

(Det finns en dndlig “bas” av invarianter som ”genererar” alla de 6vriga.)

* Paul Gordan (1837-1912), “invarianternas konung”, visade 1868
visa att detsamma giller for bindra former P(x,y) av godtyckligt
gradtal. (Konstruktion av dndlig bas via ldnga utrdkningar.)

* Gordans problem: Visa att det alltid finns en dndlig bas, dven nér
man har fler dn tva variabler.

Verkade hopplost komplicerat!



» Hilbert 16ste 1888 Gordans problem pa ett helt ovéntat sétt.

Ett relativt enkelt icke-konstruktivt argument visade att det maste
finnas en dndlig bas.

* Gordans kommentar (enligt dodsruna skriven av kollegan Max
Noether i Erlangen):

Das ist nicht Mathematik. Das ist Theologie.

* Modern formulering av Hilberts bassats:
”“Om A &r en noethersk ring sa dr A[x] det ocksa.”

(Grundldggande i kommutativ algebra och algebraisk geometri.)

* Hilbert publicerade 1893 dven en konstruktiv 16sning till Gordans
problem, via Hilberts nollstillessats (Nullstellensatz).

(Ocksd mycket fundamental i algebraisk geometri.)



Algebraisk talteori

 Studerar talteori med begrepp fran abstrakt algebra, t.ex. ringar och
kroppar.

e Vilka primtal kan skrivas pa formen p = a? + b??

Detta kan studeras via ringen av gaussiska heltal
Zli]={a+ib:a,beZ},

dar man kan faktorisera a? + b?> = (a +ib)(a - ib) och utnyttja att
satsen om entydig faktorisering i irreducibla faktorer géller 4ven
i denna ring, liksom i ringen Z.

* Denna sats giller dock inte i t.ex. ringen
Z[iV3]={a+ib\/3:a,beZ},

eftersom

4=2-2=(1+iV3)(1-iV3)

dr tva olika faktoriseringar av talet 4 i irreducibla faktorer.
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* Hilbert och Minkowski fick 1893 i uppdrag av den nybildade Deutsche
Mathematiker-Vereinigung att inom tva dr skriva en rapport om det
aktuella forskningsldget inom talteorin.

(Kummer, Kronecker och Dedekind hade nya resultat om entydig faktorisering
i sa kallade ideala tal. Ansdgs viktigt men svarbegripligt.)

* Uppdelning av arbetet: klassisk talteori till Minkowski, algebraisk
talteori till Hilbert.

* Minkowski blev aldrig klar, men Hilbert fardigstdllde sin del 1897
(379 sidor). Presenterade och fortydligade de nya teorierna pa ett
glasklart satt.

Officiell titel: Die Theorie der algebraischen Zahlkorper.
Kallas oftast bara for “Hilberts Zahlbericht” (dvs. talrapport).

11



Geometrins grundvalar

e Euklides’ Elementa fran 300-talet f.Kr. har anvants som larobok i
skolan langt in pd 1900-talet.

Stilbildande! Bygger upp teorin fran definitioner och axiom. Dock ej helt perfekt;
resonemangen anvander t.ex. en del saker som aldrig formuleras som axiom.

e Fyra enkla axiom, plus det “konstiga” parallellaxiomet:

Om en rét linje korsar tvd andra réta linjer sa att de inre vinklarna pd ena sidan
dr mindre dn tva rédta vinklar (dvs. a + B < 77), sd maste de tva réta linjerna, om
forlangda i all odndlighet, métas pa pa denna sida.
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e Mdnga har genom historien forsokt att bevisa att parallellaxiomet
foljer fran de fyra forsta axiomen.
* Men det gor det inte!

Pa 1800-talet upptdacktes namligen icke-euklidiska geometrier som
upptyller de fyra forsta axiomen men inte parallellaxiomet.

(Bolyai och Lobatjevskij, och 4ven Gauss som dock ej publicerade resultaten.)

» Hilberts bok Grundlagen der Geometrie (1899) handlar om geometrins
axiom och relationerna mellan dem.

Uppdaterad axiomatisk version av Euklides geometri, med nutida
krav pa stringens.
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e Euklides borjar med “En punkt dr det som inte har ndgra delar”.

* Men Hilbert forsoker aldrig tala om vad punkter, linjer och plan
egentligen ir, utan de definieras enbart utifrdn de relationer som de
upptyller enligt axiomen.

T.ex. “tva skilda punkter A och B bestammer alltid fullstindigt en rat linje a”.

Han brukade sdga att det inte skulle gora nagon skillnad om man
kallade dem f6r bord, stolar och 6lsejdlar istéllet.
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Hilberts 23 problem

e Hilbert borjade nu vara ganska berémd.

* Inbjuden att tala vid andra internationella matematikerkongressen i
Paris ar 1900.

(Forsta var 1897 i Ziirich. Halls vart fjarde ar fortfarande.)

» Foredragets titel (efter forslag fran Minkowski):
“Matematikens problem.”

Lista pa 23 olosta problem, i den senare publicerade versionen.
(Varav 10 stycken presenterades i Paris.)
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* Den tyske ldkaren Emil du Bois-Reymond hade hédvdat att vissa
“transcendenta” problem, t.ex. materiens och krafternas innersta
vasen, ldg bortom méanniskans vetande:

"Ignoramus et ignorabimus.”
(Vi vet inte och vi kommer inte att fa veta.)
* Men Hilbert hade en optimistisk instéllning:

“"Denna Overtygelse om att varje matematiskt problem ar
l16sbart dr en kraftig sporre for oss under arbetet. Vi hor
inom oss den stdndiga maningen: Dar dr problemet, sok
16sningen. Du kan finna den med rent tinkande, for i mate-
matiken finns inget ignorabimus.”

e Ett annat beromt Hilbertcitat, fran ett radiosant tal 1930 (star dven
pa hans gravsten):

"Wir miissen wissen. Wir werden wissen.”
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Nagra av de mera kidnda av Hilberts problem:

1. Cantors problem om kontinuums méktighet.

Kontinuumhypotesen (CH) siger att en delméngd av R som inte dr dndlig eller
uppraknelig maste ha samma kardinalitet (médktighet) som R, dvs. det finns ingen
kardinalitet mellan card(N) = &g och card(R) = c.

Kurt Godel (1940): ZFC + CH &r motsédgelsefritt (om ZCF &r det).
Paul Cohen (1963): ZFC + icke-CH ar ocksd motsdgelsefritt (om ZCF ar det).
Dvs. CH éar oavgorbar utifrdn ZFC-axiomen!

(ZF = Zermelo-Fraenkel-méngdlédra. ZFC = ZF + urvalsaxiomet, Axiom of Choice.)

2. De aritmetiska axiomens motsdgelsefrihet.

Hilbert hade visat att hans geometri dr motsédgelsefri givet att de reella talen ar
motsdgelsefria. Men hur dr det med grundvalarna for aritmetiken egentligen?

Kurt Godel (1931): Det gar inte att bevisa Peanoaritmetikens motsdgelsefrihet
inom Peanoaritmetiken sjalv.

Gerhard Gentzen (1936): Men det gdr om man accepterar “transfinit induktion
upp till ordinaltalet €p” som ett giltigt resonemang.
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3. Volymlikheten hos tva tetraedrar med samma basyta och hojd.

Kénd sats: Ifall tvd polygoner i planet har samma area, sa kan detta alltid visas
genom “pussling”, dvs. det gar att klippa upp den ena i dndligt mdnga delpoly-
goner som kan séttas ihop till den andra.

Géller detta d@ven for tva polyedrar i rummet med samma volym?

(Eller mdste man verkligen ta till uttomningsmetoden eller integration for att
berdkna ndgot sd enkelt som volymen hos en pyramid?)

Max Dehn (1900): Nej, det giller inte. T.ex. kan en regelbunden tetraeder inte
delas i dndligt manga delpolyedrar som gar att pussla ihop till en kub.

8. Primtalsproblem.

* Riemannhypotesen om de komplexa nollstillena till Riemanns {-funktion.
* Goldbachs férmodan att varje jamnt heltal > 4 &r summan av tva primtal.

* Fragan om det finns odndligt manga primtalstvillingar.

Annu olésta! Vissa framsteg har dock gjorts nyligen angdende primtalstvillingar:

* Yitang Zhang visade 2013 att det finns ndgot (minsta) k <70000 000 sadant
att det finns odandligt manga primtal som skiljer sig med exakt k.

e Samarbetsprojektet Polymath8 forbattrade dret darpd detta till k < 246.
(Malet ar forstas att komma ner till k = 2.)
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10. Avgorande av 1osbarheten hos en diofantisk ekvation.
Hitta en procedur som avgor i dndligt mdnga steg om ekvationen p(xq,...,x,) =0,
dér p dr ett polynom vars koefficienter &r heltal, har ndgra 16sningar som &r heltal.

Flera decenniers samlade anstrangningar (Martin Davis, Julia Robinson, Hilary
Putnam, Yuri Matiyasevich, m.fl.) utmynnade 1970 i ett bevis for att det inte finns
nagon sadan algoritm!

Mer om sddana oberdkningsbara problem i avsnittet om Alan Turing nedan.

(Constance Reid, syster till Julia Robinson, har f.6. skrivit fina biografier 6ver David
Hilbert, Richard Courant & Julia Robinson.)
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Metamatematik

* Hilberts program var ett projekt for att bygga upp matematiken
frdn grunden via axiom.

* Speciellt ville han via “finitistiska” (okontroversiella) resonemang
rattfardiga dven de av somliga kritiserade sdtten att resonera om
“odndliga” eller “transcendenta” objekt.

* Motivation: svarigheter inom bl.a. mdngdléra.

Russells paradox (1901) visade att man inte kan ta vilken egenskap
som helst och bilda “mé&ngden av alla x som har denna egenskap”:
ifall M = {x: x ¢ x} sa géller ju M € M om och endast om M ¢ M, en
motsdgelse.

* Midlet var en axiomatisk teori for hela matematiken, motsagelsefri
och fullstindig (dvs. varje pastdende kan bevisas eller motbevisas).
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 Hilbert foresprakade ett slags formalism, filosofin att det &r mdjligt
och onskvart att reducera all matematik till “meningslos” manipu-
lation av strangar av symboler, dvs. formler.

e Pa kollisonskurs med hollandaren L. E. J. Brouwer (1881-1966), vars
filosofi kallas intuitionism.
Matematiska sanningar grundas i var erfarenhet. De resonemang som ér tillamp-
liga pa dndliga objekt &r inte giltiga for odndliga objekt, som vi ju inte har ndgon
direkt erfarenhet av.

Det dr inte acceptabelt att anvdnda motsagelsebevis och “lagen om det uteslutna
tredje” for att visa att ndgot existerar ”i princip”. Matematiska objekt mdste
konstrueras. (Denna standpunkt forargade Hilbert speciellt!)

Skepsis mot formalisering; det dr ju mojligt att det ur matematikerns intuition
framspringer nya giltiga sitt att resonera, som inte fangats av formaliseringen.
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Gottingen

* Felix Klein (1849-1925) och Hilbert gjorde Gottingen till ett ledande
centrum for matematik, i klass med Paris och Berlin, med en otrolig
massa kdnda matematiker.

Felix Klein, David Hilbert, Hermann Minkowski, Richard Courant, Emmy Noet-
her, Hermann Weyl, John von Neumann, Edmund Landau, Paul Bernays, Ernst
Zermelo, Alonzo Church, Hugo Steinhaus, Carl Runge, Emanuel Lasker, m fl.

* Aven mycket framstdende inom teoretisk fysik.

Ludwig Prandtl, Peter Debye, Max Born, Werner Heisenberg, Wolfgang Pauli, Eu-
gene Wigner, Pascual Jordan, Paul Ehrenfest, Edward Teller, Robert Oppenheimer,
m.fl.

o Allt forstordes fullstandigt 1933, da nazisterna avskedade alla judar.
Manga av forskarna flydde landet, ofta till USA eller Kanada.

* Hilbert blev kvar, och dog obemaérkt 1943 under andra virldskriget.
Omvirlden fick kinnedom om detta forst flera manader efterdt.
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Emmy Noether (1882-1935)

e Dotter till Max Noether, matematiker i Er-
langen. Judisk familj.

* Tre yngre broder med tragiska 6den.

(Mellanbrodern Fritz, ocksa matematiker, flydde
frdn nazisterna till Sovjetunionen 1937, men blev
avrattad for “antisovjetisk verksamhet” 1941.)

e Kvinnor hade “inofficiellt” ritt att ldsa pa
universitet, om professorn for kursen gav
sitt tillstdnd. Laste matematik i Erlangen,
och dven en termin i Gottingen.

* Doktorerade 1907 f6r Gordan i Erlangen
inom “gammaldags” invariantteori.

(Gigantiska utrdkningar av invarianter for terndra
kvartiska former, alltsa 3 variabler och grad 4.)

* Habilitation tilldts inte for kvinnor, sd hon stannade i Erlangen och
hjélpte sin far. Publicerade uppmaéarksammade matematiska arbeten.
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Kom till Géttingen 1915 (under forsta varldskriget) for att hjdlpa
Hilbert med vissa invariantteoretiska fragor i speciella relativitets-
teorin.

Bevisade Noethers sats om sambandet mellan rorelsekonstanter
och symmetrier i teoretisk mekanik.

(Translationsinvariant system == rorelsemédngden bevaras, osv.)

Habilitation 1919 och jobb som Privatdozent, efter lang kamp fran
Klein och Hilbert. Innan dess hade Hilbert ldtit henne fa foreldsa
genom att annonsera hennes kurser under sitt eget namn.

Gavs aldrig nagon riktig tjanst vid universitetet. Fick hanka sig fram
dnda till 1933, d4 hon flyttade till USA.

Jobb pa Bryn Mawr College, ett college for kvinnor i Pennsylvania.
Foreldste pa Institute of Advanced Study i Princeton.

Avled oviantat 1935 av komplikationer efter en tumoroperation.
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* Emmy Noether var en pionjdr inom modern abstrakt algebra, bl.a.
ringteori.

* Viktigt begrepp: ideal.

(Den moderna versionen av de “ideala tal” som ndamndes tidigare.)

* En noethersk ring &r en ring dér alla ideal dr "andligt genererade”.

Sddana ringar spelar en sarskilt viktig roll.

* T.ex. sdg viju tidigare den moderna versionen av Hilberts bassats:

”"Om A &r en noethersk ring sa dr polynomringen A[x] det ocksa.”
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Kurt Godel (1906-1978)

* Tidernas mest framstdende logiker.

e Fodd i Briinn, Osterrike—Ungern.

Nuvarande Brno, Tjeckien.

e Hade bemaistrat universitetsmatematiken
redan nér han gick ut gymnasiet.

Det ryktades dven att han inte hade gjort ett enda
grammatikfel pa latin under hela skoltiden!

* Borjade pa universitetet i Wien 1923.

o Mest kand for:

— Godels fullstindighetssats (doktorsavhandlingen 1930).

— Godels ofullstindighetssats (1931, ibland uppdelad i “forsta”
och “andra” ofullstdndighetssatsen).

Mycket forvirrande, eftersom ordet “fullstindighet” héar syftar pa
tva helt olika saker!
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e Flyttade till USA 1940 (Institute of Advanced Study, Princeton).

* Sdgs ha varit en mycket méarklig person, och svdr att umgas med.
Men han var béstis med Albert Einstein i Princeton!
* Led av hypokondri och (med aren tilltagande) paranoia.

Trodde att ndgon ville férgifta honom, och litade bara pd mat som
hustrun lagat eller provsmakat. Nar hon hamnade pa sjukhus vag-
rade han dta, och dog av underndring. Vagde vid sin dod 30 kg.
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Matematisk logik (klassisk predikatlogik)
Formel = strdng av symboler, formad enligt vissa precisa syntaxregler.

Denna rappakalja-strang &r inte en formel:

x")V-f3dvy (“syntax error”)

Men den hér ar okej:
Vx3Jy (x+5<y)

De strangar som syntaxreglerna tillater dr precis “sadana som édr tankta
att tolkas som matematiska sant/falskt-pastaenden”.

Men det man vill dr att reducera matematiska resonemang till ren strang-
hantering, som ska kunna utforas av en ”ointelligent” maskin, som inte
har ndgon kdinnedom om vad symbolerna “betyder”.
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Tolkning = specifikation av vad man menar med alla symboler.

Logiksymbolerna tolkas alltid pd samma satt:

A och — medfor
v eller < om och endast om
- icke = ar lika med

Vad géller V och 3 maste man tala om vilken mdngd M som asyftas:

Vx ”forallaxe M galler...”
Jy “fornagoty e M géller...”

Och man maste dven ge mening at dvriga symboler:

* Vilket element i M syftar symbolen ”5” pa?

77 44

e Vilken funktion M? - M syftar symbolen “+” pa?

7”7 1

* Vilken relation i M syftar symbolen “<” pd, dvs. for vilka element a
och b i M &r predikatet "a < b” sant resp. falskt?

Givet en tolkning kommer varje formel att tilldelas ett sanningsvéarde,
sant (T) eller falskt (F).
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Var formel
Vx3y (x+5<y)

gOr en sann utsaga om vi exempelvis tolkar den som att den handlar
om heltal (dvs. M = Z) och ldter symbolerna 5, +, < betyda det som de
brukar betyda for heltal:

“For varje heltal x finns ndgot heltal y sddant att x plus fem ar
mindre dn y.”

Men den blir falsk ifall vi istéllet 1ater “a < b” betyda att a = b*:

"For varje heltal x finns nagot heltal y sddant att x plus fem é&r
lika med y i kvadrat.”
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En logisk teori fas genom att specificera vilka icke-logiska symboler som
man tillater i formlerna, samt tala om vilka formler som tas som axiom.

Man anger ocksa vilka slutledningssteg som ér tillatna.

Varje sddant steg dr en ren stranghanteringsoperation. Formlerna betraktas bara som
strangar av symboler, och man opererar pa dem enligt vissa strikt specifierade spelreg-
ler, utan att bry sig om symbolernas eventuella mening.

Ett teorem i en sddan teori dr en formel som antingen sjdlv &r ett axiom,
eller kan hidrledas fran axiomen via dndligt manga slutledningssteg.

Ett exempel pa en tilldten slutledningsregel (som kallas modus ponens)
dr att om vi vet sedan tidigare att en viss formel med strukturen

[ndgon formel ¢] - [ndgon formel ]

ar ett teorem, och vi dven kadnner till att formeln ¢ &r ett teorem, sa kan
vi ur detta dra slutsatsen att &ven formeln 1 dr ett teorem.

("Fran ¢ - ¢ och ¢, hdrled 1.”)
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e )

e Hir ute finns ndgon formel ¢. (Ar den ett teorem?)

e Och hér &r dess negation —¢. (Ar den ett teorem?)

Slutledning ger nya teorem

Mingden av alla tinkbara formler

|\ J
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Godels fullstindighetssats handlar om ”“semantisk fullstandighet”.

Slutledningsreglerna dr konstruerade for att vara logiskt sunda, dvs.
"bevara sanning”:

Om man gor en tolkning sddan att alla axiomen far sannings-
vardet sant, sa kommer ocksa alla hdrledda teorem i teorin att
fd sanningsvardet sant i denna tolkning.

Fullstandighetssatsen sdger att omvandningen ocksa galler (for den
klassiska predikatlogikens slutledningsregler):

Om en formel ar en semantisk konsekvens av axiomen, dvs.
om den dr sann i varje tolkning som gor axiomen sanna, sd ar
den ocksd en syntaktisk konsekvens av axiomen, dvs. den gar
att hdrleda frdn dem via dndligt manga slutledningssteg.
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Godels ofullstindighetssats(er) handlar om “negationsfullstandighet”.

* Enlogisk teori kallas (negations)fullstindig om det for varje formel
¢ gar att hdrleda antingen ¢ eller dess negation —¢. (Eller bada!)

* En logisk teori kallas motsdgelsefull ifall det finns en formel ¢
sddan att bade ¢ och dess negation —¢ kan hérledas.

Ur motsdgelsen ¢ A -¢p kan man sedan hérleda vad som helst, dvs. i en motsagelse-
tull teori blir alla formler teorem.

(Ex falso quodlibet, "fran det falska (foljer) vad som behagas”.)

* En motsdgelsefri teori dr (sdklart) en teori som inte dr motsdgelse-
full.

Kom ihdg Hilberts drom: en logisk teori for hela matematiken, som kan
bevisas vara motsdgelsefri och negationsfullstandig!
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Forsta ofullstindighetssatsen:

En logisk teori som &r “tillrdcklig for talteori” kan inte samti-
digt vara bdde motsédgelsefri och negationsfullstandig.

En sddan teori, om den dr motsdgelsefri, mdste alltsd ha oavgdrbara formler, dvs.
formler ¢ sddana att varken ¢ eller ~¢ &r teorem i denna teori.

(Det finns dd nagon tolkning sddan att axiomen och ¢ dr sanna, och ndgon annan
tolkning sddan att axiomen och —¢ &dr sanna.)

Andra ofullstindighetssatsen:

Sddana teorier kan inte bevisa sin egen motsédgelsefrihet.
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Godels ursprungliga bevis, som konstrerar en matematisk version av
lognarparadoxen “jag ljuger”, ar inte helt lattgenomtrangligt!

Sdhar beskrivs det av den svenske logikern Torkel Franzén (1950-2006)
i boken Godel’s Theorem. An Incomplete Guide to Its Use and Abuse:

Godel established the existence of such fixpoints by translating a statement that “says
of itself that it has property P” into arithmetic. For this, he used a construction which
in ordinary (or not so ordinary) language can be formulated as

The result of substituting the quotation of “The result of substituting the
quotation of x for ‘x” in x has property P.” for ‘x” in “The result of substitu-
ting the quotation of x for “x” in x has property P.” has property P.

Senare har man hittat enklare argument via teorin for berdkningsbarhet.
(T.ex. kan man anvéanda l6sningen av Hilberts tionde problem for att
bevisa ofullstandighetssatsen.)
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Godels arbete om ofullstandighet har titeln Uber formal unentscheidbare
Siitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, dvs. ”Om formellt
oavgorbara satser i Principia Mathematica och besldktade system”.

Principia Mathematica ar ett mastodontverk i tre volymer av Bertrand
Russell (1872-1970) och Alfred North Whitehead (1861-1947) med syf-
tet att ldgga en axiomatisk grund for hela matematiken.

Oként for sndrig notation! Efter c:a 360 sidor i volym 1 kommer foljande
passage:

%0443, Fi o, Bel.dianfB=A.=.auvBe2

Dem.
F.%5426.DFna=tz.8=1ty.D:avfBe2.=.2%y.
[%51-231] = t'znty=A.
[%1312] =.anf3=A (1)

Fo(1).%1111:85. D
Fiu(ga,y).a=tz.B=ty.d:iav Bel.
Fo(2).%11'54.%52'1.F. Prop
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1 = 2.

canfB=A (2)

1
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LOGIGOMIX

AN EPIC SEARCH FOR TRUTH

APRSTOLOS DAXIADIS, CHRISTOS K. PAPADIMITRIOU,
ALECOS PAPADATOE, ane ANNIE 0y DONRA
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I seriealbumet Logicomix (2008)
kan man ldasa mer om detta.

Bertrand Russell &r huvudperson.
Maiénga andra filosofer och mate-
matiker figurerar ocksa.

(Historien har dock "forbéattrats” lite, t.ex.
genom att lata vissa personer tréffas i
boken fastdn de aldrig gjorde det i verklig-
heten. Och forklaringen av Godels ofull-
standighetssats i appendix ar helt fel.)



Alan Turing (1912-1954)

Pionjdr inom teoretisk datavetenskap.
Fodd i London.

Student och senare fellow vid King’s College,
Cambridge.

k\.__!"- .

Epokgorande arbete 1936 om Turingmaskiner.

("On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem”™)

Jobbade i Bletchley Park under andra varldskriget och spelade en
viktig roll i kndckandet av tyskarnas Enigma-krypto.
Spelas av Benedict Cumberbatch i filmen The Imitation Game (2014).

Domdes 1951 for “gross indecency” (homosexuella relationer) till
kemisk kastrering.

Dod 1954 i hemmet av cyanidforgiftning (sjalvmord?).

Offentlig ursédkt fran brittiska regeringen 2009.
”Alan Turing-lagen” fran 2017 benddar retroaktivt alla sddana “brott”.
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Berikningsbarhet

* Vad innebadr det att kunna berdkna nagot?

* Vi rdknar for hand genom att skriva och radera symboler pa ett
(rutat) papper. For teoretiska syften antar vi att vi har tillgang till
obegrdnsat mycket papper och blyerts!

* En Turingmaskin dr en teoretisk idealisering av sadan handrdkning.

En tdnkt maskin som har en endimensionell rutad pappersremsa (av obegriansad
langd) istéllet for ett tvddimensionellt pappersark.

Maskinen kan ldsa och skriva symboler pa denna remsa, och gor detta enligt en
forprogrammerad dndlig lista av instruktioner i stil med

“om symbolen i nuvarande ruta dr en trea, byt ut den mot en femma,
flytta lashuvudet till ndsta ruta till hoger, och hoppa till instruktion
nummer 15”.

* Det dr allmént accepterat (Churchs tes) att de (heltals)funktioner
som kan anses “mdjliga att berdkna” dr precis de som man kan
programmera en Turingmaskin att rdkna ut.
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En modell som paminner mer om en vanlig dator, och som leder till
samma klass av berdkningsbara funktioner som Turingmaskinen, dr
registermaskinen.

* En registermaskin har ett uppréakneligt antal register (minnesceller) X1, X», ...
som vart och ett kan lagra ett naturligt tal.

¢ Ett program bestdr av en dndlig f6ljd av instruktioner av foljande fyra typer:

Nollstall X;.
Oka X; med 1.
Kopiera X; till X.

Om X; = X, hoppa till instruktion nummer k i programmet.
(Ta i = j for att gora ett ovillkorligt hopp.)

= W N

Forutom vid explicita hopp fortsédtter man till nédsta instruktion. Programmet
terminerar om det inte finns ndgon mer instruktion (eller om man forsoker hoppa
till en instruktion som inte finns).

¢ Indata till programmet ar det initiala innehdllet i registren.

¢ Utdata dr registrerinnehallet ndr programmet terminerar. (Om det terminerar!)
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Givet ett program och ett heltal n > 1, definieras en funktion f(xi,...,x,)
pa foljande satt:

e For att fa reda pa vilket utdatavarde f(xy, ..., x,) € N som motsvarar
vissa indata (x1,...,x,) € N", sdtt registren till (x4,...,x,,0,0,0,...)
och kor programmet.

e [fall programmet terminerar, tag det tal som dd &r i register X; och
lat f(xy,...,x,) fa detta varde.

e Ifall programmet inte terminerar, 1t f(xy,..., x,) vara odefinierat.

* Definitionsméngden D, € N" bestar alltsa av exakt de indata som
gor att programmet terminerar.

Definition: En funktion
f:D r =N, D¢ c N"

kallas berdkningsbar om den ges av ndgot registermaskinprogram pa
ovanstdende sitt.
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* Ett givet program definierar en viss funktion av n variabler for varje
n > 1. Men flera olika program kan naturligtvis berdkna samma
funktion.

* Hur som helst dr antalet program uppréakneligt, och ddrmed éar
ocksd antalet berdkningsbara funktioner uppréakneligt.

e Daremot dr redan antalet funktioner f:N — N 6verupprdkneligt,
enligt Cantors diagonalargument, sd ”de flesta” funktioner &r inte
berdkningsbara.

(Givet en lista av funktioner (fp, f1,...) sa kommer g(k) = fr(k) + 1 att definiera
en funktion g som inte 4r med pa listan, eftersom den skiljer sig fran varje f pa
minst ett stélle.)
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* Jaha, det finns alltsd massor av funktioner som inte gar att berdkna.
Kan man hitta ndgot explicit exempel?

* Ja, Turing gav ett sddant exempel (se nésta sida), med en intressant
teoretisk konsekvens.

Sdg att man sitter och véntar pa ett program som man har kort igang.
Da kan man (i allménhet) inte veta ifall det kommer att bli fardigt
snart, eller om 10'% ar, eller aldrig.

Tank vad praktiskt om man kunde skriva ett program som kan
analysera andra program och i forvig avgora om de kommer att
terminera eller ga in i en evig loop.

Vad Turing visade var att detta 4r omojligt!
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e Ett predikat P(xy,...,x,) ar en funktion som bara kan anta vardena
falskt eller sant (dvs. talen O resp. 1), och som é&r definierad for alla
indata.

» Eftersom antalet program dr upprakneligt kan vi ge varje program
ett nummer, och sedan definiera foljande predikat:

HALT(X,y) = program nummer x terminerar nar det kors med indata y.

* Sats (Turing): Predikatet HALT &r inte en berdkningsbar funktion.
Bevis: Lat P(x,y) vara ett godtyckligt berakningsbart predikat, och satt

0, om P(x,x) ar falskt,
odef. (dvs. evig loop), om P(x,x) &r sant.

gp(x) ={

Denna funktion &dr berdkningsbar; vi kan latt skriva ett program for gp givet ett
program som berdknar P. Sdg att detta program for gp har nummer Mp i var
upprakning av alla program. Definitionen av gp(x) med x = Mp insatt sdger att
om P(Mp, Mp) ér falskt s kommer program nummer Mp att terminera nar det
kors med indata Mp, och om P(Mp, Mp) ar sant sa kommer det inte att terminera.
Med andra ord: P(Mp, Mp) ar sant om och endast om HALT(Mp, Mp) ar falskt,
sd HALT # P. Eftersom HALT ar skilt frdn varje berdkningsbart predikat méaste det
vara oberdkningsbart.

(Cantors diagonalargument igen!)
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* Turing var dven intresserad av matematisk biologi mot slutet av sitt
liv.

* Han upptéackte fenomenet diffusiv instabilitet (iven kallat Turing-
instabilitet). Har bl.a. anvénts for att ge en (spekulativ) forklaring
av varfor prickiga djur ofta har randiga svansar, men nédstan aldrig
tvartom!

Diffusion ar en effekt som vanligen stabiliserar, dvs. utjgmnar koncentrations-
skillnader pa olika stdllen i rummet, men ifall man har tva olika substanser som
reagerar med varandra, och de har olika diffusionshastighet, sa kan narvaron
av diffusion (under vissa forutsattningar) faktiskt bidra till att instabilisera en
situation som vore stabil i frdnvaron av diffusion; storningar av viss vaglangd
forstarks istallet for att slackas ut.

Om det dr sa att pélsens pigmentfarg avgors av koncentrationen hos nagon
(hypotetisk) kemikalie under fosterstadiet, sa kan diffusiv instabilitet gora att
koncentrationen av denna kemikalie inte &r jamn, utan ”gar i vagor”.

Och pa en stor kroppsyta finns det plats for vagor att ga bdde i x-led och i y-led,
vilket ger ett prickigt interferensmonster, men i en smal svans har vdgorna bara
plats att ga langs med, sd dd blir det randigt!
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Ramanujan (1887-1920)
e [at oss backa lite i tiden, till den kanske
markligaste matematikern nagonsin!

* Uppvuxen i vad som nu ar delstaten
Tamil Nadu i sydostra Indien.

* Hansnamn dr rétt och slatt Ramanujan,
“lillebror till guden Rama”.

For att skilja frdn andra med samma namn bru-
kade man ange faderns initial: ”S. Ramanujan”
frdn faderns namn ”Srinivasa”.

‘

e Huvudsakligen sjdlvlédrd, frdn A Synopsis of Elementary Results in
Pure and Applied Mathematics av G. S. Carr (tva volymer 1880/1886),
en gigantisk formelsamling som han fatt tag i pa biblioteket.

Ibland anges dven lyengar, som dr en kast-
beteckning: “Srinivasa Ramanujan Iyengar”.
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e Kuggade i allt utom matematik i college, och kom dérfor inte in pd
universitetet.

» Forsorjde sig med att jobba med bokforing, och arbetade med sin
matematik pa fritiden.

» Forsokte kontakta nadgra engelska matematiker, men fick inget napp
forrdan han 1913 skrev till G. H. Hardy (1877-1947), analytiker och
talteoretiker i Cambridge, och bifogade ndgra sidor med smakprov
pa de resultat han funnit (utan nagra bevis).

e Hardy beskriver det hela i en minnesartikel publicerad 1937 i The
American Mathematical Monthly:

Ramanujan’s letters to me, which are reprinted in full in the Papers, contain the
bare statements of about 120 theorems, mostly formal identities extracted from
his note-books. I quote fifteen which are fairly representative. [...]
3, 6! 4
- X<+ =
(1121)3 (2141)3
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(7) Ifap =2, then

~1/4 * xe ~1/4 ° xe Pt
w /(1+4o¢f0 PRl d) /(1+4ﬁf JENE )

(12) 12 - V5 _\/52+1 e27t/\/5
1+—e_7T 1+ 7| 53/4 \/5_1—1
e—4mV/5 2
1+
Il e ooc

I should like you to begin by trying to reconstruct the immediate reactions of
an ordinary professional mathematician who receives a letter like this from an
unknown Hindu clerk.

The first question was whether I could recognize anything. I had proved things
rather like (7) myself. [...]

The series formulas (1)—(4) [...] are much harder than they look. [...]

[...] but (10)-(12) defeated me completely; I had never seen anything in the least
like them before. A single look at them is enough to show that they could only be
written down by a mathematician of the highest class. They must be true because,
if they were not true, no one would have had the imagination to invent them.



* Hardy lyckades, med hjdlp av sin kollega E. H. Neville (1889-1961)
som 1914 var i Madras och foreléste, 6vertala Ramanujan att komma
till Cambridge.

(Att aka utomlands var “fororenande” och Ramanujan riskerade att
bli betraktad som kastlos vid hemkomsten.)

e Ramanujan arbetade ddr ihop med Hardy och dennes parhédst John
Edensor Littlewood (1885-1977).

Det var inte helt enkelt for dem att forsta hur han tankte. .. Enligt
Ramanujan kom gudinnan Namagiri till honom i drommen och gav
honom formlerna!

As Littlewood says “the clear-cut idea of what is meant by a proof, nowadays so
familiar as to be taken for granted, he perhaps did not possess at all; if a significant
piece of reasoning occurred somewhere, and the total mixture of evidence and
intuition gave him certainty, he looked no further”.
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* Notis i Svenska Dagbladet 1 maj 1914:

Ett matematiskt geni. Vid Cambridges universitet vacker for ndrvarande en
ung hindu Ramanujan stort uppseende, da han utan nadgon hogre utbildning
kan lamna prof pa djupa insikter i matematiken. Han hdrstammar frdn Madras
och dr 26 ar gammal. Den unge mannen har endast fatt den i Indien vanliga
skolutbildningen och har aldrig studerat vid universitetet i Madras. Anda till for
ett par 4r sedan innehade han en ansprakslos kontorsplats.

For ett och ett halft ar sedan skref Ramanujan till en professor i Cambridge, omta-
lade sina matematiska studier och sinde honom en del 16sningar af problem, som
sdrskildt berdrde talteorien och de elliptiska funktionerna. Médnga af 16sningarna
voro alldeles nya, andra voro redan funna, utan att den unge hinduen kidnde
till det. Han har endast mycket ringa kunskap om den moderna matematiken
och om de senaste trettio drens arbeten pa detta omrdde, men har pa egen hand
uppnadtt resultat, som de stora matematikerna under de senaste darhundradena
uppnatt.

Nu har Ramanujan kommit till England for att bringa sin genialiska begafning till
full utveckling genom systematiska studier. Medan han redan sysselsatt sig med
de hogsta problemen och funnit egna 16sningar, star han i elementerna tillbaka
for de yngsta studenterna. Nar han afslutat sina studier, tror man sig kunna vénta
stora ting af honom.
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e Ramanujan hade haft hdlsoproblem redan i Indien, och blev sjuk
igen 1917. Forvarrat av vitaminbrist, eftersom det var svart att fa
tag i bra vegetarisk mat i krigstidens Cambridge.

He was an orthodox high-caste Hindu, and always adhered (indeed with a
severity most unusual in Indian residents in England) to all the observances of
his caste. He had promised his parents to do so, and he kept his promises to the
letter. He was a vegetarian in the strictest sense — this proved a terrible difficulty

later when he fell ill — and all the time he was in Cambridge he cooked all his
food himself, and never cooked it without first changing into pyjamas.

* Invaldes 1918 som fellow bade i Royal Society och Trinity College.

e Tillbringade flera ar pa olika sjukhem i England. Atervande till
Indien i mars 1919, och avled i april 1920.
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e Ramanujan publicerade en hel del, men efterlaimnade ocksd mycket
opublicerat material som senare matematiker har analyserat.

Ramanujan’s Notebooks, 5 volymer (1985-98).
Ramanujan’s Lost Notebook, 4 volymer (2005-13).

* En stor del av hans formler dr dterupptdckter av tidigare resultat
(okdnda for honom pga. bristande utbildning), medan annat dr
fullstindigt originellt och unikt.

En del ar ocksa fel, sarskilt inom talteori, dar man latt kan bli lurad
av exempel. (Det minsta motexemplet kan vara astronomiskt stort.)

e [ filmen The Man Who Knew Infinity (2015) spelas Ramanujan av Dev
Patel och G. H. Hardy av Jeremy Irons.
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Paul Erdés (1913-1996)

Paul Erd6s med en tiodrig Terence Tao
(f. 1975) fran Australien ("matematikens
Mozart”, Fieldsmedaljen 2006).

* Mycket produktiv och excentrisk ungersk matematiker.

e Publicerade over 1500 artiklar, med over 500 medforfattare, som
ségs ha Erddstal 1 (eller ibland 1 om de har n gemensamma artiklar
med Erdss); deras medforfattare har sedan Erdéstal 2, osv.

* Mest aktiv inom diskret matematik (kombinatorik, grafteori, talteori,
diskret sannolikhetsladra).

Alskade att 16sa problem och formulera hypoteser. Samt utlysa
penningbeloningar for 16sningar!
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Utbildad i Ungern. Postdoc i Cambridge 1934.
Flydde till USA 1938 (han var av judisk familj).

Diverse tillfdlliga jobb. Nekades aterintrdade till USA 1954 efter en
konferensresa till Europa.

Inledde da en kringresande livsstil utan fast hem, som fortsatte
resten av hans liv.

Knackade pd hos matematiker som han kdnde, och férkunnade:
—My brain is open!

Jobbade med dem sa lange de stod ut med att han bodde dar, och
reste sedan vidare till ndgon annan.

—Another roof, another proof!
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Kunde jobba langa perioder i strack, med hjilp av stora doser starkt
kaffe och Benzedrine (amfetamin!).

Foljande aforism av kollegan Alfréd Rényi (1921-1970) tillskrivs
ofta felaktigt Erdds:

A mathematician is a machine for turning coffee
into theorems.

(Erd6s: Amerikanskt blaskigt kaffe duger dock bara till lemman!)

Prestigelos for det mesta. Dock inblandad in en berdmd kontrovers
med norrmannen Atle Selberg (1917-2007) angdende upptéackten
1949 av ett elementért bevis (dvs. utan komplex analys) av primtals-
satsen: antalet primtal < n dr ungefar n/Inn.
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Liten ordlista over ”erddsiska”

epsilon barn

noise musik

poison alkohol

get captured gifta sig

bosses hustrur

slaves makar

trivial beings icke-matematiker

dead har slutat med matematik

preach foreldsa

Sam & Joe USA (onkel Sam) & Sovjetunionen (Josef Stalin)

on the long wavelength kommunist (dvs. r6d)
study Jordan’s theorem sitta i fangelse

SF (the Supreme Fascist) Gud
The Book Guds bok med de optimala bevisen

("You don’t have to believe in God, but you should believe in The Book.”)
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Sats (Erdds & Szekeres 1935): Varje permutation av langd N > rs mdste
innehdlla antingen en vixande delfdljd av langd > r eller en avtagande
delfoljd av langd > s.

Bevis (fran The Book): Lat (03,07, ...,0n) vara en permutation av talen (1,2,...,N).

Lat V; vara langden av den langsta vixande delfoljden som slutar med ¢;, och A; langden
av den langsta avtagande delfoljden som slutar med o;.

Exempel, med N=7>3-2: i |1 234567
o;152 41376
Viit 121233
A1 223312

Paren (V;, A;) dr alla olika, for om man jamfor (V}, A;) med (V;, A;) for j > i s& kommer
minst en av olikheterna V; > V; och A; > A; att gélla. (Om ¢; > 0; kan man ju forlédnga
den vixande delféljden, och om 0; < 0; kan man férldnga den avtagande delf6ljden.)

De N > rs punkterna (V, A1), ..., (VN, An) ryms dérfor €] i en r x s-rektangel:

A
[ ] [ ]
i’ v e o S% ndgon punkt n}éste ligga utanfor, dvs.
‘ ls=2 nagot V; > r eller ndgot A; > s.
e ° !
L ,I, = 1,/ ; é, oo o
V
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”Nicolas Bourbaki”

e Pseudonym for en grupp franska matematiker:

André Weil (1906-1998)
Jean Dieudonné (1906-1992)
Henri Cartan (1904-2008)
m.fl.

e Grundades 1934 i Paris.

e Producerade bokserien Eléments de mathématique, med malet att
tdcka alla huvudomrdden i modern matematik pa ett grundligt,
axiomatiskt och abstrakt sitt.

(Efter ett ldngt uppehdll dterupptogs aktiviteten, och den senast
utgivna boken kom 2016.)

* Inflytelserika vad géller notation och terminologi.
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Alexander Grothendieck (1928-2014)

* Legendarisk matematiker i den abstrakta
Bourbaki-traditionen, ndgot av en Messias-
gestalt i vissa kretsar.

e Fodd i Berlin. Foraldrarna anarkister som
flydde fran nazisterna till Paris 1933.

* Lamades hos en bekant i Hamburg, kom
till Paris 1938.

* Fadern (jude) utlimnades av Vichy-regimen till tyskarna och dog i
Auschwitz. Aven Alexander och hans mor satt i diverse fanglager.

 Studier pa olika franska universitet efter kriget. En period i USA.

* 1958 jobb pa IHES (Institut des hautes études scientifiques), nyligen
grundat forskningsinstitut soder om Paris.

Intensiv seminarieverksamhet med mdnga héngivna “larjungar”.
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* Verksam inom algebraisk geometri, talteori, m.m.

I algebraisk geometri spelar polynomringar en viktig roll, och i algebraisk talteori
studerar man talringar.

Grothendiecks teori for scheman forenar dessa &mnen pa ett sdtt som gor att man
kan fora geometriska resonemang i talteori, och har revolutionerat grundvalarna
for den algebraiska geometrin.

(Och detta &r bara en av hans otroligt manga nyskapande idéer.)

* Extremt abstakt, men ocksa extremt vackert, sdger de som forstar!

Enligt Pierre Deligne, kidnd belgisk matematiker, bestar ett typiskt Grothendieck-
bevis av en ldng serie triviala steg dédr inget verkar hdnda, men pa slutet uppstar
dnda ett djupt icke-trivialt resultat.

Grothendieck har sjélv liknat sitt angreppssitt vid att kndcka en not genom att
lata den ligga i blot i vatten tills tiden &r mogen och man kan skala den som en
avokado.

* Legenden om ”Grothendieck-primtalet”

Nagon bad honom en gang att exemplifiera ett abstrakt pdstdende genom att
forklara vad det ville sdga for ndgot konkret primtal.

Grothendieck: “"Naval, ta t.ex. 57...”
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Politisk aktivist (pacifist).

Fieldsmedaljen 1966. Accepterade utndimningen, men vagrade aka
till matematikerkongressen i Moskva for att ta emot medaljen.

Foreladste i Hanoi mitt under USA:s bombningar 1967, i protest mot
Vietnamkriget.

Sade upp sig fran IHES c:a 1970.

(Protesterade mot finansiering frdn militaren. Kanske utarbetad ocksa?)

Atervinde som professor i Montpellier efter ndgra ar, men publice-
rade inte s mycket konventionell matematik déarefter.

(Sjalvbiografi, programforklaringar, mysticism, .. .)

Flyttade 1991 till hemlig ort i Pyrenéerna i sodra Frankrike, ddr han
bodde till sin dod 2014, nastan helt utan kontakt med omvérlden.
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John Horton Conway (f. 1937)

* Brittisk matematiker, i Cambridge
till 1987, darefter Princeton (USA).

* Har dgnat en stor del av sin karridr
at att sitta i allrummet pa jobbet och
spela spel. ..

Med fullstindigt hdpnadsvackande
resultat!

* Biografi Genius at Play (2015) av Siobhan Roberts.

“An unabashed original, John Horton Conway is Archimedes, Mick Jagger, Sal-
vador Dali, and Richard Feynman all rolled into one — a singular mathematician
with a rock star’s charisma, a sly sense of humor, a polymath’s promiscuous
curiosity, and a burning desire to explain everything about the world to everyone
in it.”
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Nagra av Conways pahitt

e Game of Life, en s.k. cellulir automat.
(Blev en stor fluga pga. Martin Gardner, Scientific American, okt 1970.)
Ager rum pa ett oandligt stort kvadratiskt rutnit, dér varje ruta (cell) kan vara
antingen “levande” eller “dod”. Vid varje tidssteg hander f6ljande:
— Levande cell 6verlever omm den har exakt 2 eller 3 levande grannar (av 8).

— Dod cell blir levande omm den har exakt 3 levande grannar.

Ange en startkonfiguration, sétt igdng, och se vad som hander! [copy.sh/life]

(Game of Life dr Turingfullstandigt, dvs. kan berdkna allt som en Turingmaskin
kan berdknal!)
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e Conwaygrupperna, nagra av de “sporadiska” exemplen i klassifi-
kationen av enkla dndliga grupper.

Namngav dven den allra storsta sporadiska gruppen, The Monster Group, med
808 017 424794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000 element.
(Upptdckaren Robert Griess hade kallat den f6r The Friendly Giant, men Con-
ways namnforslag hade béttre genomslagskraft!)

e Smart notation for diverse saker.

— De 17 symmetrigrupperna i planet, som beskriver “méjliga typer av tapet-
monster”, samt motsvarande grupper i sfarisk och hyperbolisk geometri.

(Foreldste om detta i Linkoping 1995, pa foreldsningsturné i KVA:s regi.)
— Knutar och “trassel” (tangles).
— Polyedrar.
- Gigantiska heltal (Conways pilnotation).
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* Det surrella talsystemet (via kombinatorisk spelteori).

e Enkelt bevis for Morleys trisektrissats (c:a 1900).

"Dér trisektriserna i en triangel mots bildas en liksidig triangel.”

Oként besvirlig att visa, tills Conway fann beviset frén The Book c:a 1995.
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e FRACTRAN, dnnu ett Turingfullstindigt programmeringssprak.
Conway: “Man kan ldra sig hela dess syntax pa 10 sekunder.”

— Ett FRACTRAN-program bestdr av en dndlig lista av positiva brdk.
— Indata: ett positivt heltal n.

- Ett programsteg bestar i att uppdatera 1, genom att ta det forsta bradket Q i
listan for vilket nQ &r ett heltal, och byta ut n mot detta heltal.

(Programmet terminerar ifall det inte finns ndgot sddant brak Q.)

Exempel: Om man kor programmet

WEbAR L 1o
91"85"51738"33°29"23719"17"13’11" 2'7" 1
med startviarde n = 2 sd far man successivt

n =15,825,725,1925,2275,425,390, 330,290, 770, .. .,

och om man frdn denna foljd tar bort alla tal som inte dr tvapotenser fdr man kvar
(i tur och ordning)
22 23 25 27 211 213 217 o

Primtalen!
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* The look-and-say sequence dr

1,11,21,1211,111221,312211,13112221,1113213211, . ..

V/aaw/d

("En etta”, “tva ettor”, “en tvaa & en etta”, “en etta & en tvaa & tva ettor”, osv.)

Analyseras i en artikel av Conway fran 1986 med den fantastiska titeln

The Weird and Wonderful Chemistry of Audioactive Decay.

Conways kosmologiska sats sdger att vilken strang av heltal man dn borjar med,
sd kommer den sd smaningom att sonderfalla (“audioaktivt”) i delstrangar som
sedan inte pdverkar varandras fortsatta utveckling.

Det finns exakt 92 stycken olika “odelbara” strangar som utgor byggstenar i denna
process. Dessa “atomer” innehaller bara siffrorna 1, 2 och 3, och &r namngivna
efter hur vanligt forekommande de &r (relativa frekvenser i langa loppet).

Ovan var vi framme vid 11132]1321 1, som bestar av hafnium 11132 & tenn 13211.
Undantag: Man kan aldrig bli av med ett tal n > 4 ifall det 4r med fran borjan, sa

det finns ocksd tva “transuraner” som forekommer i olika “isotoper”:

nr. 93 neptunium 1311222113321132211221121332211n
nr. 94 plutonium  31221132221222112112322211n

Alla exotiska dmnen som inte finns i periodiska systemet, t.ex. de sju forsta
strdngarna ovan, forsvinner efter andligt manga steg. (Svart att bevisa!)
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Om L, dr strangens langd efter n steg, sd ar

L
lim z” - A ~1,303577

n—oo n

dér A dr det enda positiva nollstéllet till polynomet

1_ x69 _ 2x68 _ x67 + 2x66 + 2x65 + x64 _ x63 _ x62 _ x61 60 _ x59 + 2x58

p(x) =7 -x
+5x%7 +3x56 — 2x%5 — 10x°* - 3x3 — 2x°2 + 6x°1 + 6370 + x*° + 9x*8 — 3x¥
—7x% — 8x® — 8x* + 10x® + 6x*2 + 8x* — 5x40 — 12x3% + 7x38 — 7x37 4 730
+ 30 - 3x3% 1+ 10433 + 132 — 6231 — 2x30 - 10x%° - 3x28 + 2x%7 + 9x20 — 3x2°
+14x%4 - 8x% — 7x?1 1 9x20 4 3x19 — 4x18 — 10417 - 7x10 + 12412 + 7x14 + 2413

—12x12 — 4511 —2x10 4 559 4+ 47 —7x0 + 7x% —4x* + 12x3 — 612 + 3x - 6.

Forklaring: Sonderfallet beskrivs av en “6vergangsmatris” av storlek 92 x 92, som har det
karaktaristiska polynomet
B (x+1)(x-1)%p(x).
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* Conways domedagsalgoritm ger veckodagen for ett givet datum.

Domedagen for ett givet ar ar sista februari.
Pa samma veckodag som Domedagen infaller %, %, %, %o, %2 samt %, %, 71, ¥4
Domedagen for ar 1900 var en onsdag, ar 2000 var det en tisdag.

v /i

(Minnesregler: “working 9 to 5 at the 7-Eleven”, “we-in-this-day”, “two’s-day”.)

Vart ar avancerar domedagen ett steg, plus ett extra steg vart fjarde ar (skottar).
Pa fyra ar blir det sammanlagt 1+ 1 + 1 + 2 steg, alltsa fem steg (eller -2).
Och pa tolv ar blir det 3-5 = 14 + 1, alltsa ett steg.

Exempel: Min fodelsedag 15 april 1970 var en onsdag.

Domedagen ar 1970 = 1900 +5-12 + 2 -4 + 2 inf6ll ju en

onsdag+5-1+2-(-2)+2 =|16rdag|.

Alltsa var dven 4 april 1970 en 16rdag. Och fran 4 till 15 april dr det 11 =7 + 4
dagar, alltsa var 15 april 1970 en 16rdag + 4 = | onsdag|.
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De mest kinda svenska matematikerna pa 1900-talet

e Arne Beurling (1905-1986)

Professor i Uppsala 1937-1954. Sedan Institute of Advanced Study i Princeton,
déar han fick Einsteins gamla kontor.

Arbetade inom matematisk analys. Knackte 1940 tyskarnas Geheimfernschreiber.
(Har ett seminarierum pa MAI uppkallat efter sig.)

e Lennart Carleson (f. 1928)
Elev till Beurling i Uppsala (doktorerade 1950).
Professor pd Uppsala universitet, KTH, UCLA.
“Problemlosare.” Har kndckt manga svdra beromda problem i matematisk analys.
Wolfpriset 1992, Abelpriset 2006.
(Handledare for Lars Inge Hedberg, Gunnar Aronsson och Thomas Kaijser, MAI)

e Lars Hormander (1931-2012)
Doktorerade i Lund 1955.
Stockholm, Stanford, Princeton. Sedan professor i Lund fran 1968 till pensionen.
"Teoribyggare.” The Analysis of Linear Partial Differential Operators (fyra volymer).
Fieldsmedaljen 1962, Wolfpriset 1988.
(Handledare for Arne Enqvist, MAL)
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Till slut: nagra gamlingar

* Leopold Vietoris (1891-202), 110 ar

Mayer-Vietoris’ sats i algebraisk topologi. Osterrikes dldste ndgonsin!

e Henri Cartan (1904-2008), 104 ar

Ocksé algebraisk topologi. Bourbakist. Son till matematikern Elie Cartan.

e Paul Montel (1876-1975), 98 ar
Komplex analys, begreppet normal familj. Handledare till H. Cartan m.fl.

e Dirk Struik (1894-2000), 106 &r

Holldndare verksam i USA. Kénda bocker i differentialgeometri och matematik-
historia. (Och marxistisk teori.)

* Jacques Hadamard (1865-1963), 97 ar

Mangsidig fransk matematiker. Visade primtalssatsen 1896.
Biografi (1998) av Vladimir Mazya och Tatiana Shaposhnikova, MAL

e Charles Jean de la Vallée-Poussin (1866-1962), 95 ar

(Charles Jean Etienne Gustave Nicolas Le Vieux, Baron de la Vallée Poussin!)
Belgare, som ocksa visade primtalssatsen 1896.
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George Pélya (1887-1985), 97 ar
Ungersk-amerikansk matematiker.

Hans bok How to Solve It (1945) om systematiska problemlosningstekniker har
Oversatts till mdnga sprak, inklusive svenska.

Bertrand Russell (1872-1970), 97 ar

Fran en av Englands méktigaste adelsfamiljer (farfadern premidrminister).
Logiker, men dven kdnd som filosof, samhallskritiker, m.m.
Nobelpriset i litteratur 1950 — dock knappast for Principia Mathematica!

Richard K. Guy (f. 1916), har passerat 102
Britt verksam i Kanada. Diskret matematik och “ndjesmatematik”.

Har skrivit Winning Ways for Your Mathematical Plays med John Conway & Elwyn
Berlekamp och The Book of Numbers med Conway:.

Mary Cartwright (1900-1998), 97 ar
Elev till Hardy.

Samarbetade med Littlewood om van der Pol-ekvationen och radioforstarkare i
samband med andra varldskriget, och upptéackte fenomen (periodfdérdubbling
etc.) som senare aterupptiacktes av andra och kom pa modet under namnet
“kaosteori”.

Adlad 1969.
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e Lillian Rosanoff Lieber (1886-1986), 99 ar

Forestandare for matematiska institutionen vid Long Island University och Galois
Institute of Mathematics and Art, New York.

Skrev en serie egensinniga populdrmatematiska bocker pa 1940-talet om bl.a.
relativitetsteori och Galoisteori, varav nagra har aterutgivits nyligen. Illustrerade
av maken (konstprofessor). Vildigt speciell formgivning, med korta rader:

PREFACE

This is not intended to be

free verse.

Writing each phrase on a separate line
facilitates rapid reading,

and everyone

is in a hurry

nowadays.
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