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Rationella tal

Brak a/b dér a och b ar heltal, b # 0.
Uppréakneligt manga.

Andlig eller s& smaningom periodisk decimalutveckling.

T.ex. 1 =0,125
8
i =0,1 923076 923076 923076 ...

2 S—
period

(@)

De rationella talen bildar en s.k. kropp (sluten under de fyra
raknesatten).



Irrationella tal

Reella tal som inte dr rationella.
Overupprikneligt manga.

Icke-periodisk odndlig decimalutveckling.

T.ex. V2 = 1,41421356237309504880...
e = 2,71828182845904523536...
7T = 3,14159265358979323846. .



Algebraiska tal

Rotter till polynom med heltalskoefficienter.
Uppréakneligt manga.

Innefattar alla rationella tal:

X = % ar rot till p(x) = bx —a.

Men dven ménga irrationella tal, t.ex. v/2:
x = /2 ar rot till p(x) = x2-2.

De algebraiska talen A utgor ocksa en kropp.
(Inte lika uppenbart som for Q.)

Och det dr dven sant att rotter till polynom med algebraiska
koefficienter mdste vara algebraiska.



Transcendenta tal

Reella tal som inte dr algebraiska.
Overupprikneligt manga.
T.ex. 7t och e (inte sa latt att bevisa).

Det forsta tal som bevisades vara transcendent ar Liouvilles
konstant (1851):

L= — = 01 (107)
i1 107 -
+0,01 (107)
+0,000001 (107°)
+0,000000000000000000000001 (1072%)
+ cee

= 0,110001000000000000000001000...



Kedjebrak
Varje x € R har heltalsdel g = | x| och brakdel by = {x},
X = ap+bg, ag € Z, 0<by<1.
Om by + 0 s3 ar bl—o > 1, med heltalsdel a; > 1 och brakdel b;:

1 1
=dp+ p 03b1<1.

]./bo a1+b1

X=ag+byg=ag+

Om by £ 0s3 ar bl—l > 1, med heltalsdel a, > 1 och brakdel bs:

1 1
X =dg+ ; =qap + . 0<b, <1.

aq + aq +

1/1?1 a + by

Och sa vidare!



Processen slutar efter dndligt mdnga steg om och endast om
x ar rationellt.

Annars fds en entydig odndlig kedjebraksutveckling:
1

X =dgy+

Notation:
x = [ag;a1,a2,a3,a4, ... |



Exempel:

o=12=[1;1,1,1,1,1,1,..]=1+}

V2=[1;2,2,2,2,2,2,...]
(2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1, ... ]

[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2, 2,
1,84,2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,99,1,2,2,6, 3,
5116,8,1,7,1,2,3,7,1,2,1,1,12,1,1,1, 3,1,

1,8,1,1,2,1,6,1,1,5,2,2,3,1,2,4,4,16,1, 161, ...



Khinchins konstant K

e Sats (Aleksandr Khinchin 1935). For nastan alla reella
tal

x = [ao; a1,a2,43, ... ]
(dvs. alla utom en médngd av matt noll) géller att

(e.0]

log, r
lim (a1a5-0,) " = Ko =] (1+558y)  =2,685452...

e : 1 r(r+2)
e Kidnda undantag: Det dr inte sant att gransvardet dr Ko

for t.ex. ¢, /2 eller e. Eller om x € Q saklart.

e Man kédnner inte till nagot enda explicit exempel pa ett
tal x for vilket gransvdrdet faktiskt ar Ko!

(Forutom att man kan konstruera talfoljder (a,);° som ger ritt grans-
varde, och sedan definiera x = [0;a1,az,4a3, ... |.)

* Ej kdnt om Kj dr rationellt eller inte.
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Rationella approximationer

Trunkeringar av kedjebrdaksutvecklingen ger bra rationella
approximationer. T.ex. for 7t = 3,14159265358979... fas

1 2
[3;7]:3+§: 72 =3,142857...> 1t
1 333
3;7,15| =3 = — =314150943...
[ ] +7 == Tog - HM4150943.. <7
15
1 355
3;7,15,1| =3+ ——— = —— =3,1415929203...
[ J=3+ 1 113 >
7+
15+1
1
[3; 7,15,1,292] = ... = % =3,1415926530119... < 7T

33102
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Att termen 2921 T = [3;7,15,1, 292, ...] ar relativt
stor gor att trunkeringen

_ 355
- 113

dr en anmarkningsvdrt bra approximation till 7t 1
forhallande till namnarens storlek:

3;7,15,1]

~ 2,667 x 1077 ~ 1

=07 ~ 1133202

113

‘ 355

Sex korrekta decimaler med tresiffrig ndamnare.
Bra “valuta f6r pengarna”!

(Latt att minnas: 11 33 55 — 113 355 — %
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Gyllene snittet

¢ = Lo +2\/5 =11;1,1,1, ...]

har sa sma tal som mdjligt i sitt kedjebrak, och
dr darfor det irrationella tal som dr svarast att ap-
proximera bra med rationella tal.

Mathologer pa YouTube:

The golden ratio spiral: visual infinite descent
Infinite fractions and the most irrational number

Detta dr bl.a. av intresse for dynamiska system
(KAM-teori, Kolmogorov-Arnold-Moser).
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https://www.youtube.com/watch?v=ubHVK71F01M
https://www.youtube.com/watch?v=CaasbfdJdJg

* En rationell approximation

anses vara “bra” om felets storlek ar litet i forhallande
till namnarens storlek:

1
X — P < — med m > 1 ”stort”.

q g™

0<

* Om det for ett givet x € R och ett givet m > 1 gar att
hitta odndligt manga brak g som uppfyller ovanstaende
olikhet, sdger vi att x ar “m-approximerbart”.

(Tilltallig hemmagjord bendmning.)

e Irrationalitetsmattet eller irrationalitetsexponenten p(x)
ar det storsta talet m fOr vilket x dr “m-approximerbart”.

(Eller supremum av alla saidana m, for att vara noga.)
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e Rationella tal har p(x) =1 (sa daligt som det kan bli).
Rationella tal &r alltsa de tal som &r allra svarast att ap-
proximera med (andra) rationella tal!

e Alla irrationella tal har u(x) > 2.

* Naéstan alla x € R, inklusive alla algebraiska tal och dven
talet e, har u(x) = 2.

e 1(7r) dr okdnt, men man vet att y(7r) < 7,60630853.

o0

1
e Liouvilles konstant L = kz_; T8 har u(L) = oo.

(Tal med u(x) = oo kallas Liouvilletal.)
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7T = 3,1415926535...
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e Forhdllandet mellan cirkelns omkrets och diameter:
O=rm-d
(Inte helt sjalvklart att det 4r samma for alla cirklar!)
e Kiant sedan antiken.
* Egypten (Rhindpapyrusen c:a 1550 f.Kr.):
A=(Ed)?  (dvs. t~ (3£)?=3,16049...)
e Arkimedes (200-talet f.Kr.):
3+ <m<3+1
—_——
=3+1=22-3,142857...
(Via omkrets av in- och omskriven regelbunden 96-hérning.)

* Ganska ddliga approximationer som /10 = 3,162... och
3+3 = 3,125 har anvénts pad manga platser och vid manga
tidpunkter.
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Notation

* Beteckningen 7t kommer inte fran antikens greker.

e William Oughtred 1647: Clavis Mathematicae

0 diameter
7T periferi
'16. Siincirculofit7.22::Mh7::113.35 §: erit Mais

JR.P: & 7 3:355% *
»7.:Rq. Circul. Et=. :: 3Pgq. Circul.
d.xi2Re Cylind.  Et7q.@q::zPc. Cylind,
I.7::4Rc. Sphar. Et»q.8q:iPc. Sphar.
‘7:3Rc. Con.  Erxq.4q:,Pc. Con.
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* Johann Christoph Sturm 1689: Mathesis Enucleata
e=3,14...

Rom tum autem hinc eft mferre, fi dlamc-

ter | 1cu]us circuli pgnatur 4, ‘circumfe-
tentlama pellari pofle ¢4, (quecunqueenim’
lnter ey fuerit ratio, mmanomerrpote& defi-

gnari

- A
83 3o %.{ ,
goari literd ¢) & aream ;uxta Confke&, 2.Dcfe
XV, forc § cam - . .

Troligen forsta gangen en ensam bokstav anvandes for forhdllandet
mellan omkrets och diameter.
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e William Jones 1706: Synopsis Palmariorum Matheseos
T =2314...

Theré are various other ways of finding the Leygths,
or Areas of particular Curve Lines, or Planes, which
may very much facilitate the Pradlice j as for Inftance,
in the Circle, the Diameter is to Circumference as 1 to
}_?__..._i_ I.E‘._-._i_'-l-é-—- 4 e

s a3 Ty g TS gggr YA
3-14159, 84, =, This Series (among others for the
fame purpofe, and drawn from the fame Principle) I re-
ceivid from the Excellent AnalyR, and my much E-
fteem’d Friend Mr. Fobn Machin 3 and by means there-
of, Van Cenlen’s Number, or that in Art. 64.38. may
be Examin’d with all defireable Eafe and Di{patch. '

Forsta gdngen 7t anvdndes ensamt for forhallandet. (Jones anvéande
dock dven bokstaven 7t i andra betydelser i samma bok.)
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e Leonhard Euler 1748: Introductio in analysin infinitorum.
Beromd larobok. Etablerade 7t = 3,14... som standard.

I vissa andra skrifter anvdnde dock Euler andra bokstdver (t.ex. c eller p) istéllet
for 7t, eller anvande 7t for andra vinklar dan 180°, t.ex. 90°eller 360°.

3BluelBrown pd YouTube: How pi was almost 6.283185...

Ponamus ergo Radium Circuli fea Sinum totum effe =1,
atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli in numeris ra-
tionalibus exatte_ exprimi non pofle ;, per “approximationes
autem inventa cft Semicircumferentia hujus Circuli efle =—
35 !415916535897932384626433832795028841971693993
751058209749445923078164062861089986280348253421
170679821480865 13:’:23::»66470933446 =+, pro que nume-
ro, brevitatis ergo , fcribam # , ita ut fitx = Semicircumferen-
tiz Circuli, cujus Radius ==1, feu = erit long:tuda Arclw

180 graduum bl T I . T

Refererar till halvcirkel med radie 1, inte cirkel med diameter 1.

Ger 127 decimaler (med ett tryckfel, sjuan ska vara en dtta).
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https://www.youtube.com/watch?v=bcPTiiiYDs8

Pi eller tau?

e Radien betraktas numera som viktigare dn diametern:
O=mw-d=m-2r=2m-r
Sa konstanten 27t ar kanske mer fundamental an 7t?

e Somliga foresprakar att denna konstant ska kallas tau:

T =27 =6,283185...

(Och att man ska fira T-dagen 28 juni istdllet for 7-dagen 14 mars.)

* Sinus och cosinus dr T-periodiska.

o Uttrycket for cirkelns area blir A = 2172,

(Jfr manga andra kvadratiska uttryck dar det dr naturligt med en
faktor 3, t.ex. 3¢t? eller 2mv?.)
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$ python
Python 3.7.2 (default, Jan 10 2019, 23:51:51)

[GCC 8.2.1 20181127] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
>>> import math

>>> math.tau

6.283185307179586
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(%) 1570

A COMPROMISE SOLUTION
0 THE PI/TAv DISPUTE

xkcd.com /1292
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https://xkcd.com/1292

Andra mdjliga definitioner av 7t:

g f V1-x2dx (cirkelns area som en integral)
o« T _ f b dx (cirkelns omkrets som en integral)
2 - 0 /1 -x2 :
o g dr det minsta positiva nollstéllet till funktionen
x2 x%* «x®
cosx =1- 5 YTl E
e (Etc.)
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Bevis att /t ar irrationellt

¢ Johann Heinrich Lambert 1766.

Mathologer: Pi is IRRATIONAL: animation of a gorgeous proof
e Enklare bevis av Charles Hermite 1873.

Mathologer: Pi is IRRATIONAL: simplest proof on toughest test

* Se dven Wikipedia:

Proof that 7t is irrational
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https://www.youtube.com/watch?v=Lk_QF_hcM8A
https://www.youtube.com/watch?v=jGZtVl4XfGo
https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_%CF%80_is_irrational

Bevis att 7T ar transcendent

* Ferdinand Lindemann 1882.
Forenklat av David Hilbert 1893.
Mathologer: The PROOF: e and pi are transcendental

e Foljd: Cirkelns kvadratur omgjlig.
(Med passare och linjal.)

One of the unnoticed good effects of television is that people
now watch it instead of producing pamphlets squaring the
circle.

Underwood Dudley, Mathematical Cranks (1992), s. 303
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https://www.youtube.com/watch?v=WyoH_vgiqXM

e Ocksd kint att t.ex. e™ och 7 +1n2 + /2 In3 ar
transcendenta.

e Okiant: t+e, e, 7, 1, In 7, . ..

e Men minst ett av talen 7t + e och 7te maste vara
transcendent!

e Allmant;

Om a och b dr transcendenta kan inte bade a + b
och ab vara algebraiska, for da skulle

p(x)=(x-a)(x-b)=x*-(a+b)x+ab

ha algebraiska koefficienter men transcendenta
rotter.
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Berakning av approximationer till 77
* In- och omskrivna polygoner var under lang
tid det enda sdtt man kéande till.
o Z1u Chongzhi (Tsu Ch'ung-chih) (Kina, 400-talet):
3,1415926 < 7 < 3,1415927

22
7T~ 7 = 3 142857... yué 14 ~ ungefarligt varde

355
T~ m = 3,1415929203 mi It ~» noggrant virde

ﬁg var inte kdnt av grekerna, indierna eller araberna.

Aterupptickt i Europa forst 1585 av Adriaan Anthonisz.)
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* Ludolph van Ceulen publicerade 20 decimaler
1596, berdknade 35 innan han dog 1610.

7t kallas ibland pd tyska die Ludolphsche Zahl.

e Willebrord Snell 1621 (utan bevis):
Battre instangning av cirkelbage.

RN

3sin¢ ¢ ¢

2sin = =
2o ¢ sm3 +ta1r13

Redan for ¢ = 7t/3 blir det battre dn Arkimedes” 96-horning.
Verifierade relativt enkelt van Ceulens 35 decimaler.

* Bevisat av Christiaan Huygens 1654.
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e Ett genombrott:

o (—1)ky2k+L B3 x5 47
t p— p— —_— pa— )
arctan x kz:(:) e x-S

for -1 <x<1.
(Madhava c:a 1400, James Gregory 1668, G. W. Leibniz 1671)

e Medx=1fas |—=1-—+=-—=+--

3BluelBrown: Pi hiding in prime regularities

(Ger invecklat men intressant direkt bevis, inte via arctan-serien,
utan genom att rdkna heltalspunkter i cirklar med radie R - c0.)

e Konvergerar valdigt ldangsamt for |x| = 1.
Mycket battre om |x| < 1.
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https://www.youtube.com/watch?v=NaL_Cb42WyY

* Abraham Sharp (1699): 72 decimaler med

2k+1
7 1 & (—1)k( 1 )
— = arctan — =
6 V3 ;;2’”1 V3

e John Machin (1706): 100 decimaler med

7T 1 1
— =4 arctan — — arctan —

4 5 239

Bevis: (5+1)* = 476 + 480i, och 4761++4;801 - 2(239 +i).

g_i(—l)k( 4 1 )
4 &2k +1\52%+1 23921
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e William Shanks anvdnde mdanga dr av sitt liv
for att berdkna 707 decimaler (publ. 1873) med
hjalp av Machins formel.

Tyvarr var “bara” de 527 forsta korrekta, men det upp-
tacktes inte forran 1945.

e [iknande formler har anvants vid varldsrekord-
berdkningar dnda in pa 2000-talet.

T.ex.

7T 1 1
— = ]2 arctan 9 + 32 arctan 57

—5arctan@+ 12arctan110443
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* Eugene Salamin & Richard Brent
(1976, oberoende av varandra):

dar

2 3-Ya 25
o Aritmetiskt-geometriskt medelvarde:
agm(a,b) = Tllim a, = %im b,
Ap+1 = %(an + bn)
ap=a >0
bn+1 = (anbn)l/z
bo =b>0

T agm(1, })2

Cn+l = %(an - bn)
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e Kvadratisk konvergens. Antalet korrekta deci-
maler fordubblas i varje iteration!

e Formeln var kidnd av Gauss redan 1809, men
foll i glomska.

Ej lamplig for handrdkning. Alla utrdkningar maste go-
ras med full precision (det dnskade slutliga antalet deci-
maler). Rotutdragningar.

e Forbdttrad implementation av Arnold Schon-
hage 1994. (Undviker kostsamma multiplika-
tioner.)

* Liknande algoritmer av Jonathan & Peter Bor-
wein har konvergens av annu hogre ordning.
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Gauss’ konstant

2 1 dx 1

G=2= _
TJo /11— 4 agm(l,\/i)

= 0,8346268416...

e Forhallande mellan kurvlangd for cirkel och
lemniskata.

* Beromd anteckning i Gauss’ matematiska dag-
bok 30 maj 1799.

* Men borde heta Lagranges konstant.
(Hade publicerat resultatet redan 1785.)
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Nuvarande varldsrekord for 7t-berakning

|77-1013] = 31415926 535897 decimaler

(Emma Haruka Iwao, Google, jan 2019)
Metod:

1 122( 1) (6k)! (545140134 k + 13591409)
) (3k)! (k)3 6403203k+3/2

(David & Gregory Chudnovsky 1988)
Redan forsta termen ensam ger

7T ~ 3.1415926535897342....
Sedan c:a 14 nya decimaler per term.
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Det var Ramanujan som 1914 bevisade den forsta
formeln av detta slag:

(=1)k (6k)! (133K +8)
- 162 Z (3k)! (k!)3255%+3/2

Relaterat till elliptiska kurvor och moduldra funktioner,
vilket ocksa hidnger ihop med Fermat-Wiles sats och det
faktum att Ramanujans konstant

e”™V163 = 262537412640768743,99999999999925. .

dr mycket ndra ett heltal.
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e Utrdkningen verifierad med BBP-formeln

=2 T \Bks1 BEsd BRs5 Bke6

°°1(4 2 1 1)
k=0

som gor att man kan berdkna en godtycklig hexadecimal
i 7t:s utveckling utan att berdkna de foregdende.

(David Bailey, Peter Borwein, Simon Ploutfe 1995)

® Och dven med den effektivare BBP-liknande formeln

n—li(_l)k— 22 R
26410245\ 4k+1 4k+3 10k+1 10k +3
2 2z 1
10k+5 10k+7 10k+9

(Fabrice Bellard 1997)
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e Ater till Madhava—Gregory-Leibniz-serien:

T 1 1 1

— e

4 3 5 7
N—l(_l)k

Sny=4 — da N —
2oy 7 ddN—w

e Langsam konvergens.
Med 150000 termer fas bara fyra decimaler:

5150000 = 3,141585986...
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* Med 5 miljoner termer fas sex decimaler:

Ss5000000 = 3,1415924...

e Men vanta lite... Vad kommer sedan?

Ss.106 = 3,14159245358979323846464338327950278419716939938730582097494182230781640...
7t = 3,14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781640...
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Ss.q06 = 3,14159245358979323846464338327950278419716939938730582097494182230781640...
7T = 3,14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781640...
diff. 2 -2 10 -122 2770

¢ Jamfor med Eulertalen
(E;)y =(1,1,5,61,1385,50521, ...)

1 %) E* ka

Forekommer bl.a. i Maclaurinserien secx =
cosx = (2k)!

* Avvikelsen fran 7t hos Sy verkar ha med +2E; att gora?

* Svar ja, och det syntes i decimalutvecklingen eftersom
2N =107 rdkade vara en tiopotens i fallet ovan:

E*
T— 5N~ Z( 1)k(212\[)2k+1

(J. Borwein, P. Borwein, K. Dilcher 1989)
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Basel-problemet

Fraga (Pietro Mengoli 1650):

> 1 1 1 1 1
-+ o=
1k

1 4 9 16 25

2
Svar (Euler 1734): <

math.stackexchange.com:
Different methods to compute Y 2, k1_2 (Basel problem)

3BluelBrown:
Why is pi here? And why is it squared? A geometric answer to the Basel problem
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https://math.stackexchange.com/questions/8337
https://www.youtube.com/watch?v=d-o3eB9sfls

Sl |
Ett elementirt bevis for Z —
ok

72
6

* Grunken & instdngningsregeln rdcker!

e Utgangspunkt:

O<sinx<x<tanx

e Detta medfor

1 1 1
€= &—

tan’x X2  sin®x

ft')r0<x<§

f6r0<x<§

vilket p.g.a. trig-ettan dr samma sak som

1 1 1
— —1<—2< -
SIn~ Xx X sin

X

43
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* Fixera ett heltal n > 1, och dela intervallet (0, 5) i 2" lika
stora bitar. Kalla delningspunkterna for

xk:k-(Z—{?) (k=1,2,3,..,2" - 1)

x2 < o Over x = xi:
217 q 21-1 q 21 1
-1 < — <
k; (sin2 Xk ) k; b k; sin” x;
Alltsa, om summan i hogerledet dops till S,:
2n-1 1
S,—-(2"-1) < —— < S
n kZ:; k2 (75_{12)2 n
) (5, - (2" -1 T 2
#(s-eon) < TE < (#)s
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e Det dterstdr att berdkna S, =

1 1 1 1

7T T D
sinx  sin® ——x) sin?x  cos?x

cos2 x + sin? x

sin? x cos2 x

~ 4 _ 4
~ (2sinxcosx)?  gin?2x

Om man tar mittpunkten 7 for sig, och parar ihop x; < 7

med Xxpn_i = 5 — X; > 7, far man alltsa rekursionen
- > 1 +4S, 1= 2+4S
n Sil’lz Xi (%)2 n-1 n-1

* Begynnelsevillkor: Sy = 0.
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e For att 10sa rekursionen, studera hur mycket S,, avviker
fran jamviktslosningen S* = -3, dvs. betrakta

T,=S,-S"=S,+2

{Sn =2+4S, 4 {Sn 42 = AE, g+ %) {Tn =4T, ¢
S _O < g
0=

Detta ger T, = %-4“ ,8aS5,=T, - % blir alltsa

Sn=3%(4"-1)
® Vet vi nu:
(”/2) (3 -1)-(2"-1)) < 2:2_11% < (Z—{E)Z%(él”—l)

Ytterleden gar har mot %2 da n — oco. Klart!
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Riemanns zeta-funktion

> 1
C(s) _,;E

Konvergent for s ¢ C med Re(s) > 1.

* Vivisade just att| {(2) = 77%/6 |.

e Euler beriknade dven| {(4) = /90 |,

2(6) = m°/945

e Allméan formel, i termer av Bernoullitalen B; :

C(2m) = 3(=1)"*" By (271)*" [ (2m)!

47
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e Mycket mindre dr kdnt om {(2m +1).
* Apérys konstant

=1
(3 =Y

bevisades vara irrationell av Roger Apéry 1978.
e Wadim Zudilin 2001:

Minst ett av talen {(5), £(7), (9) och £ (11)
ar irrationellt.
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1 1
(2) =25 L &
k>1 udda k
medfor att
00 1 1
mzzz() (2171 + 1)2 ) uc%; k k

49
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e Den motsvarande alternerande serien kallas
for Catalans konstant:

i (D" 1 1.1 1. 1
2m+1)2| 1 9 25 49 81

m=0
=10,9159655941...

Ej kdnt om den é&r rationell eller inte.

e Har ar det istdllet fallen med udda potenser som
gar att berdkna uttryckt i 7. For kuber blir det

i (< 1 1. 1 1 1 B
(2m+1)3 1 27 125 343 729 32

m=0
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Gauss-integralen

fooe‘xzdx:\/% (<:> I:fooe‘”xzdle )

2 . o . o
* Gausskurvan y = e™* beskriver normalfordelning i sanno-
likhetsldra.

* Man behover veta dess integral for att kunna normera
sd att totala sannolikheten blir 1.

* Problem: Dess primitiv gar ej att uttrycka i elementdra
funktioner (bevisat av Liouville pa 1830-talet).
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Foljande utrdkning med hjilp av poldra koordinater
X =71Ccos¢ y=rsing

och deras lokala areaskala r ar en klassiker i flervariabel-
analyskurser:

P :1-1:(f°° -ﬂxzdx)(foo ‘”yzdy)
- ff T2 TR g dy = ff 7(2) gy dy
= /f e ¥ drd
-~ JJosr, 0sp<an ¢

_ (foznd(l,)(fowre—mzdr) :277.[%6%2]: _B

Slutsats, eftersom I >0: I[=1, vilket skulle visas.
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Ett bevis for att 7t < 22/7 (D. P. Dalzell, 1944)
1 x4(1 _ x)4
0 < /(; —————dx

1+x2

1 4
:f (x6—4x5+5x4—4x2+4— )dx
0 1+ x2

1
x7  4x® 4x3
== - = +x°- = +4x-4arctanx
7 6 3 0
1 2 4 T 22
=———=4+1-=+4-4-—= — -1
7 3 3 4 7
Liknande (S. K. Lucas 2005, 2007):
1x5(1-x)%(197 +462x2) , 333
0<[ 530(1 + 12) 4% = 7T 106
x8(1-x)8(25+816x%) , 355
0< f e B T
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Wallis” produkt

John Wallis 1655 g -

7T
e [at I, = ./0 sin” xdx . Partiell integration ger, forn > 2,

T 1
I =./0 sinx sin” " xdx
7T 7T
:[(—cosx) sin” 1 x]o _/0 (-cosx) (n—1)sin" 2 x cos xdx
7T
:0+(n-1)f0 sin™2x (1-sin?x)dx = (n-1) (Ip_a  I)

st. In = n—_]- n-2 -
n

* Utrdkning ger Ip=7m , I =2 .Och (I;)§ dr uppenbart en avtagande foljd:

=~
N|—

1 2
7r>2>§~7r>§-2>
e Los ut olikheter for 71/2 och anvdnd instingningsregeln for gransvarden.
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e Ett annat bevis:

3BluelBrown: The Wallis product for pi, proved geometrically

e Lat p, beteckna sannolikheten for lika manga
krona som klave vid 27 slantsinglingar.

(&) @n 1.3--(2n-3)(@2n-1)
Pn = o _Zﬂ(n!)z_ 24(27/1—2)271
24466 2n-2 2n

2
S 2222 N~
2133557 2n-12n-1 "7""

Y

~ 71/2 enl. Wallis

nar n ar stort
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https://www.youtube.com/watch?v=8GPy_UMV-08

Stirlings approximation av n-fakultet

Trapetsregeln (med steglingd 1) ger att
fnlnxdx = [xlnx—x]n =nlhn-n+1
1 1

ar ungefdr lika med

In1+in2  In2+In3  In3+Ind In(n-1)+Inn
2 2 2 2

=In2+In3+In4+-+In(n-1)+In(n) - 3~

11’1(1‘1') lnn

4+ o0 4

+

dvs.
In(n!)~»(n+3)Inn-n+1
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Kurvan dr konkayv, sd trapetsapproximationen ger
en underskattning:

n!' < e/n(nfe)"

Battre: n! » C \/n(n/e)” med ndgot C<e?
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e Abraham de Moivre 1730:

Gransvardet C =lim existerar.

i ey
* James Stirling 1730:
C=Vv2mr ~25066<e¢

(Bevis pa nasta sida.)

o Alltsd Stirlings formel: |n!~vV27n (n/e)"

e Kan preciseras, t.ex.

V2mn (nfe) e 12 ) < ul < /27t (nfe)™ et/ (121)
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Stirlings utrdkning: Wallis” produkt ger

nooo2k 2k no 2k 2k 2k 2k
2 —TlggoH(Zk 1 2k+1)_%g?on(2k 1 2k 2k 2k+1)
’ (n|)424n
" oo 2n)! (2n)! (2n+1)
I 4
i (etuger) (rtoter)'
SE_enr Y V2 (2nfe)?) (2n+1
(\/Z_n(Zn/e)Z”) ( n(2nfe) )(n+ )
n! : 5
- [fizn (ﬁ(”/e)”) i S 7=
”*°°( (2n)! )22n(2n+1) o
V2n (2n/e)?n
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Ett mekanikproblem
(Gregory Galperin 1995, publ. 2003)

—

M

Hur manga kollisioner (inkl. med viggen)?

(Ingen friktion, elastiska stotar.)
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Massforhdllande M/m | Antal kollisioner
1 3
102 31
104 314
100 3141
108 31415
1010 314159

3BluelBrown:

The most unexpected answer to a counting puzzle

So why do colliding blocks compute pi?

How colliding blocks act like a beam of light ... to compute pi.
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https://www.youtube.com/watch?v=HEfHFsfGXjs
https://www.youtube.com/watch?v=jsYwFizhncE
https://www.youtube.com/watch?v=brU5yLm9DZM

e =2,7182818284...
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Mojliga definitioner av talet e:

o e:lim(1+l)

1n—00 n

e e=exp(l) dar exponentialfunktionen definieras som
potensserien

o0

vk

exp(x) = ) -

k=0 "

eller som l6sningen y(x) = exp(x) till differentialekvationen

y'(x)=y(x) y(0)=1

eller som den inversa funktionen exp = In"" till

Inx = xﬂ (séattlzfeﬂ)
1 t 1 t
e (Etc.)
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» Talet e upptacktes mycket senare an 7.

e Diverse “ndstan-upptdckter” i logaritmernas barndom
(1600-talet).

* Jakob Bernoulli 1683 (studerade rdnta pa rdanta):

1 n
Gransvardet %im (1 + E) existerar, ligger mellan 2 och 3.

Sdg inget samband med logaritmer.

* Leibniz 1690-91, brev till Huygens: Refererar till talet b
vars logaritm &r 1.

e FEuler 1731: Anvander notationen e i brev till Goldbach.
e Fuler 1736: Mechanica.

Forsta publicerade verket ddr beteckningen e anvands.
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e Buler 1748: Introductio in analysin infinitorum.

Forsta grundliga studien av exponentialfunktionen och e.

, 1" &1
e:11m(1+—) -kZ:(:)E

n—o0 n
. X n 00 xk
e’ = lim (1 + —) =) —
n—00 n k=O k'

IR<VENNET 2
In(1 +x) ;( 1) -

e=[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1, ...
e~ 2,718281828459045235
e = cosx +isinx

och mycket annat.
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Bevis att ¢ dr irrationellt
* Euler 1737: Kedjebraket dr odndligt.

IOt Publ. av de Stainville 1815. “Cette démonstration m’a été com-
®
Fourler' (muniquée par M. Poinsot, qui m’a dit la tenir de M. Fourier.”)

=1+1+ (0 <summa < 1) dr €] ett heltal.

?ﬂhé

3221300

Om e =% vore rationellt, sa vore

b 1 a b pl
_ 7 N5 “ ve
X b.(e Zk!) - z:: x
——
heltal heltal

S

ett heltal . Men & andra sidan man kan visa fran

x:b!(Z%) (medb>2,tye=7¢Z)
k=b+1 ™*

att 0 <x <1, motsagelse.
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Bevis att ¢ ar transcendent

e Charles Hermite 1873.

Gav sig inte pa 71, i tron att det skulle vara {for svart.

Men Lindemanns bevis 1882 for att 7/t ar transcendent
anvander samma idé som Hermites bevis for e.

e Ocksa forenklat av Hilbert 1893, 1 samma arti-
kel som beviset for 7.

Mathologer: The PROOF: e and pi are transcendental
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https://www.youtube.com/watch?v=WyoH_vgiqXM

¢

1+\/§
2

=1,6180339887...
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Det gyllene snittet:

¢

Stora och lilla rektangeln har samma proportioner nir

f:L — ¢*-¢p-1=0

1 g1
= ¢p=1x/(3)?2+1=11V5)

dvs. ¢ =1(1+V5) (den negativa losningen forkastas).
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Uttryckt i termer av delning av en strdcka:

1 ¢-1

¢

Den korta delen forhdller sig till den langa delen sd som den
langa delen forhaller sig till hela strackan.

¢-1_1
1
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* Forekommer i Euklides” Elementa.
T.ex. i samband med konstruktion av regelbunden femhdorning.

Bendmning i latinsk Oversdttning: proportio habens medium et
duo extrema.

Men beteckningen ¢ kommer inte fran antikens greker.

* Luca Pacioli 1509: Divina proportione.
Aterger resultat av Euklides och andra.
Illustrationer av Leonardo da Vinci.

Listar bl.a. fem egenskaper som detta “gudomliga férhallande” har
gemensamt med Gud.

T.ex. “kan ej definieras exakt eller forstds i ord” (irrationellt tal).
Eller “treenigheten” (¢ —1:1: ¢).
Eller ”ar ofordanderlig” (konstant)!

e Martin Ohm 1835: Die Reine Elementarmathematik, Bd I1.
Bror till fysikern Georg Ohm (Ohms lag).

Forsta anvandningen av bendmningen der Goldene Schnitt.
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* Det vackraste delningsforhallandet?

Det finns mdnga tvivelaktiga pdstdenden om hur gyllene snittet har
samband med konst, musik, aktiemarknaden, mé@nniskokroppens
proportioner, Parthenon, Keopspyramiden, kosmos, utomjordingar,
etc.

(Eller varfor inte 7t = % = 3,144605511...”7?)

Adolf Zeising (1810-1876), tysk psykolog, tyckte sig se gyllene snitt-
et overallt i natur och konst. “Universell lag for skonhet.”

Gustav Fechner (1801-1887), tysk psykolog, hdvdade att hans for-
sOkspersoner fann den gyllene rektangeln mest estetiskt tilltalande.

Arkitekten Le Corbusier (1887-1965) anvande sig mycket medvetet
av gyllene snittet.

e Forekomst i naturen?

Vad som mdjligen dr sant dr att man kan observera Fibonaccitalen

och den gyllene vinkeln %1 27t ~ 137,5° i naturen.

(Solrosor, kottar, ananas, ...)
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* Theodore Andrea Cook 1914: The Curves of Life.

Brittisk konstkritiker och forfattare, silvermedaljor i litteratur(!) vid
OS i Antwerpen 1920.

Tjock bok om spiraler i naturen. Manga bilder!

Kallar gyllene snittet for Ratio of Pheidias (grekisk skulptor, 400-
talet £.Kr.).

[...]it would appear that Chinese philosophy had adopted the logarith-
mic spiral as a symbol of growth as long ago as the twelfth century. But
the exact form of logarithmic spiral most suitable to the fundamental
conceptions involved had never yet been satisfactorily discovered. The
Formula for Growth now suggested in this book is here called the ¢ spi-
ral, or Spiral of Pheidas, an new mathematical conception worked out
from an ancient principle by Mr. Mark Barr and Mr. William Schooling

[..]
Lite at talmystikhallet, alltsa.

Men det var i denna bok som beteckningen ¢ etablerades, med
héanvisning till Barr (amerikansk ingenjor) och Schooling (brittisk
forsakringsstatistiker).
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Fibonaccitalen och gyllene snittet

PO =0 Fl =1 Fn = Fn—l + Fn_z

(F.)p=1(0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...)

Pl (1+ﬁ)”_(1—¢5)”\_¢”—(%)“N<pn
A\ 2 2 ) ) VB 5
. Fn+1
T, 0

En engelsk mil (mile) &r 1,609344 km, ganska ndra ¢ = 1,618...

S4 5 miles ~» 8 km, 8 miles ~ 13 km, 13 miles ~ 21 km, osv.
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Den regelbundna femho6rningen

Uppdelningen i tre trianglar visar att totala
vinkelsumman &r 37r. S4 varje vinkel ar 37t/5.

n/5 7/5 /\ 271/5

W

37/5

Likbenta trianglar.

N,

t/5 37t/5 37/5-m/5=2m/5

t/5

Ocksa likbent, likformig med den hogra ovan.

)

27t/5
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Diagonalerna delar alltsd varandra sa att den korta delen
torhaller sig till den ldnga delen sd som den langa delen for-
haller sig till hela strackan. Gyllene snittet!

Den ldnga delen &r lika lang som sidan i femhorningen, och
diagonalen dr alltsa ¢ ganger sa lang som sidan.
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¢/2

¢/2

/5 1 37/10

cos(7t/5) = sin(37t/10) = ¢/2

cos(36°) = sin(54°) = ¢/2

77




I en regelbunden ikosaeder (”20-sidig tarning”)
bildar hornen tre stycken ortogonala gyllene rek-
tanglar (pd fem olika sétt).

Bild: Wikimedia Commons

Rotationssymmetrigruppen bestdr av 60 rotationer, och dr isomorf med
den alternerande gruppen As, motsvarande de jamna permutationerna
av de fem mojliga sdidana rektangelkonfigurationerna.

En regelbunden dodekaeder (”12-sidig tarning”) har samma symmetri.
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v = 0,5772156649...
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=1
Den harmoniska serien ) — &r divergent.

kzlk
1
Uppskattning av delsumman H,, = ZE :
k=1
y=1/x y=1/x
y y
1 \k_ﬁ k \\ﬁ
| T n nel ¥ | nel %
"1 n+l dx
Area=) —= H, - T
k;k Area /(; ” In(n+1)

Overskjutande area = H, - In(n+1)
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e Sammanlagd dverskjutande area ndr n — oo:

v = lim (H, - In(n +1)) = 0,5772156649...

* Grdnsvdrdet existerar, ty vaxande och uppat begransad
talféljd. (Overskjutande arean dr hogst 1, vilket man ser
genom att flytta in alla bitarna till y-axeln; de ryms inuti
enhetskvadraten.)

e Kallas Eulers konstant, eller ibland Euler-Mascheronis
konstant for att inte forvaxlas med e.
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e Var definition ovan:

v = lim(Hn —In(n + 1))

n—00

* Vanligare:

v = lim(Hn — lnn)

n—oo

Detta dr samma sak, eftersom

n+1

In(n+1)-Inn=In2l=In(1+1) >0 dadn - .

e Allmannare: Kan ta

v = lim(Hn —In(n + oc))

n—oo

for vilket « € R som helst.
For snabbast konvergens, ta o = 1/2.

(Ger fel av ordning n2 istallet for n1.)
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* Euler 1734: De Progressionibus harmonicis observationes.

In(n+1) :Z(ln(k+1)—lnk):21 (1+—)
k=1 k=1
"1 1 1 1
_kzl( k2230 4kt )
1 1 1 1
In(n+1) - H, _;(_2k2+3k3_4k4_m)
) (1 1 1
tim (b1, - inGr e 1) 3 555 - 515 g3 )

¢(2) _€B) M)
ST~ 0,577218

e Euler kallade denna konstant for C. Beteckningen v kom
senare (1830-talet).
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* Buler 1776: De Numero Memorabili in Summatione Progres-
sionis Harmonicae Naturalis Occurente.

Fler resultat.

Bl.a. ger Euler-Maclaurins summationsformel att

1 1/6 1/30 1/42

Hu ~'y+1nn+2n Con2 4nt 6n

med Bernoullitalen B, i ndmnarna.

Berdknade 16 decimaler med hjdlp av detta (termer upp
t.o.m. n71* i hogerledet, och med n = 10 insatt):

v ~ 0,5772156649015325

* Lorenzo Mascheroni 1790:
Adnotationes ad calculum integrale Euleri.

Berdknade 32 decimaler av 7y (varav 19 var korrekta).
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* Ej kdnt om < dr rationellt eller inte.

Men om 7 = a/b sd maste b vara minst 10242980,
(T. Papanikolaou, genom att berdkna 470006 termer i
kedjebraksutvecklingen for 7.)

e G. H. Hardy sdgs ha erbjudit sin professur i
Oxford till den som kunde bevisa att talet -y ar
irrationellt!
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e Gammafunktionen I'(z) ges for Re(z) > 1 av

['(z) = fooo x> e dx
och utvidgas via relationen
I'(z+1)=2zI'(2)
till att vara definierad for z € C~ {0,-1,-2,... }.
e FranI'(1)=1fds I'(n+1) =n! for neN.
® Derivatan i de punkterna involverar 7y :

['(n+1) =n!(H,- 7 )

86



Ett par andra intressanta vdrden:

I'(3) :v/(;oox‘l/ze‘xdx:Z‘/OOOe‘tzdt: VT

'@ = @6
1
agm(1, V2)

med Gauss’ konstant G =
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Massor av bestimda integraler ger upphov till «:

foooe‘x Inxdx =-7
foooe‘xz Inxdx = -3/ (y+2In2)

00 2
1.2 7T

/ e In"“xdx =%+ —
0

6
Lo 1 1
.[0 (lnx+1—x) ZEE=

RS CI PN A Y PP
1 xzdx—/(; tdt_l 0%
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Till sist, ett boktips for konstantentusiaster:

Encyclopedia of Mathematics and its Applications 94

MATHEMATICAL
CONSTANTS

Steven R. Finch, Mathematical Constants
Cambridge University Press (2003), 602 sidor
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