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Checklista for funktionsundersokning

1. Vad ér definitionsméngden D ¢?

2. Har funktionen nagra uppenbara egenskaper som man kan notera direkt,
innan man borja rdkna pa allvar?

3. Undersok alla relevanta gransvarden. (Denna undersékning visar bl.a. om
grafen har ndgra lodrita och/eller vagrita asymptoter.)

4. Rikna ut derivatan f’ och faktorisera. Gor med hjilp av faktoriseringen
en teckentabell for f', for att avgora var f dr vixande/avtagande och var f
antar lokala extremvirden.

5. Rita grafen y = f(x).

6. Viktigt! Kontrollera noga att den graf du har ritat verkligen 6verens-
staimmer med teckentabellen (steg 4) och alla gransvirden (steg 3), samt
med definitionsméngden (steg 1) och eventuella andra egenskaper som
du observerade fr&n borjan (steg 2).

7. Las av 6nskad information ur grafen. Skriv svar.

Foljande tvd moment betraktas som 6verkurs i TATA41:

¢ Undersok om grafen har négra sneda asymptoter.

» Gor en teckentabell for andraderivatan f”, fér att avgora var f dr kon-
vex/konkav och var f har inflexionspunkter.

Vi krédver alltsd inte att man utfor dessa steg om man gor en funktionsundersokning
pa tentan, men det kan vara bra att kdnna till dem dndé. Ni kommer ju att behdva
gora funktionsunderstkningar i kommande matematikkurser och dven i tilldimpade
kurser eller i yrkeslivet, och ibland &r det t.ex. vildigt intressant att veta om f ar
konvex.



1 Definitionsméngd

Om inte definitionsméngden D stdr angiven i uppgiften sé dr det underforstatt att
den bestdr av alla reella tal som gér att stoppa in i den givna formeln for f(x).Isaddana
fall, borja med att sjdlv ta reda pa definitionsméngden och tydligt skriva ned vad den
ar.

Se speciellt upp med skillnaden mellan

In|--:| och In(-).

T.ex. dr uttrycket In|x — x2| definierat for alla x utom x = 0 och x = 1, medan uttrycket

In(x — x?) bara 4r definierat for de virden pa x som gor att x— x> > 0, dvs. for 0 < x < 1.
Man kan inte sdga nadgonting om eventuella asymptoter enbart genom att titta pa

definitionsméngden. Forst méste man undersoka gransvérden; se punkt 3 nedan.

2 Uppenbara egenskaper

Innan du ger dig i kast med utrdkningarna, titta en stund pa funktionen for att férsoka
fa en kénsla for hur den beter sig! Ménga har kanske lite fér brattom med att hoppa
over detta, men det &r ett jatteviktigt steg, eftersom det &r mycket ldttare att upp-
tdcka eventuella raknefel ifall man har en nagorlunda vettig uppfattning om hurdant
resultatet borde bli redan innan man bérjar rékna.

Exempel pa fragor som man kan stélla sig: Vad héander om x &r stort? Om x &r
néra noll? Har funktionen nadgon symmetri (udda/jamn funktion, periodicitet)? Kan
man direkt se ndgra nollstdllen? Kan man se att f maste vara positiv (eller negativ)
ndgonstans? Kan man identifiera enskilda termer eller faktorer som &r vixande eller
avtagande? Drar de olika termerna eller faktorerna "t samma hall”, s att man direkt
ser att hela funktionen blir vixande eller avtagande, eller dr det en "kamp mellan
olika viljor” som gor att situationen dr mer komplicerad?

Om funktionsuttrycket dr ndgorlunda enkelt kan det ocksa vara bra att gora en
liten vardetabell (pa kladdpapper) for att ha konkreta sifferdata att kontrollera mot
pa slutet.

3 Grinsvirden; lodrita/vagrita asymptoter

Alla relevanta gransvéarden ska undersokas, men exakt vad som é&r relevant beror
pé sammanhanget. Exempelvis dr det ofta av intresse att undersoka vad f(x) gar
mot da x — oo och da x — —oo (férutsatt att detta 4r meningsfullt forstas, dvs. att
definitionsméngden D¢ &r en obegridnsad méngd). Och om D¢ ér ett intervall bor
man undersdka vad funktionen gor nér x gér mot intervallets &ndpunkter; om D dr
en union av flera intervall undersoker man dndpunkterna for alla dessa intervall. Om
f @r styckvis definierad kan det vara intressant att titta pa hoger- och vinstergrins-
varde dé x gar mot en "skarvningspunkt” i falluppdelningen, for att t.ex. se om f ar
kontinuerlig dar.

En asymptot till en kurva dr, lite 16st uttryckt, en rit linje sddan att avstdndet
mellan linjen och kurvan gér mot noll "nédr man gér odndligt l&ngt bort”. For funk-
tionskurvor y = f(x) gor kursboken foljande mer precisa definitioner:

¢ Den vagrita linjen y = A dr en vagrit asymptot till kurvan y = f(x) om f(x) —
A dé& x — oooch/eller d& x — —oco.



En funktionskurva y = f(x) kan hogst ha tva olika vagrita asymptoter (en da x — oo
och en annan dé x — —oo). Observera att det mycket vél kan hdnda att kurvan korsar
sina vagrata asymptoter (kanske odndligt manga ganger, till och med).

¢ Den lodréta linjen x = a &r en lodrit asymptot till kurvan y = f(x) om minst
ett av foljande villkor uppfylls:

fx)—>+c0 did x—a",
f(x)—>—-c0 did x—a",
fx)> 400 dd x—a’,
fx)——c0 dd x—a".

Har spelar det ingen roll om punkten a tillhor definitionsméngden Dy eller inte;
dven om vardet f(a) skulle rdka vara definierat sa ska ju det viardet inte beaktas nir
man berédknar gransviarden da x — a. En funktionskurva y = f(x) kan ha hur ménga
lodrata asymptoter som helst.

Obs! Det dr inte korrekt att gora pastaenden i stil med
"linjen x = 0 &r en lodrét asymptot eftersom f(x) dr odefinierad da x = 0”".

Att detta dr helt galet visas t.ex. av funktionen f(x) = % (for x # 0) som ju har grans-
vardet 1 (inte oo eller —oo) d& x — 0, och saknar lodréta asymptoter. For att motivera
att en viss linje 4r en asymptot réacker det alltsé inte att bara titta pa definitionsméng-
den, utan man maéste hanvisa till lampligt gréansvdéirde.

Sneda asymptoter (6verkurs)

* Om k #0 och f(x) - (kx+ m) — 0 da x — oo eller d& x — —oo sé kallas linjen
¥y = kx + m for en sned asymptot till kurvan y = f(x).

Hur man underséker om det finns sneda asymptoter forklaras i kursboken; for att

det ska finnas en asymptot dd x — oo ska forst gransvérdet k = lim @ existera, och
X—00

dérefter ska gransvirdet m = xlim (f (x) — kx) existera.
—00
En funktionskurva y = f(x) kan hogst ha tvé olika sneda asymptoter (en dd x — oo
och en annan d& x — —o0). Begreppet vagrat asymptot kan, om man vill, betraktas
som ett specialfall av begreppet sned asymptot (med k = 0).

4 Teckenstudium av forstaderivatan

Rékna ut derivatan f’ och gor med hjilp av faktorisering en teckentabell som visar
var f’ dr positiv/negativ/noll (eller odefinierad). Proceduren hir &r precis densamma
som ndr man loser olikheter i grundkursen. Det &r ju faktiskt inget annat dn en olikhet
som man dr ute efter att 16sa hér, namligen olikheten f’(x) > 0. Ur teckentabellen
kan man avldsa i vilka intervall som f &r viixande respektive avtagande, och man ser
ocksé var f har lokalt maximum eller lokalt minimum.

(Notera dock att lokalt maximum och minimum dven kan intrédffa i punkter dar
derivatan inte existerar; t.ex. dr x = 0 en minimipunkt fér f(x) = |x|, och &ven for

fx)=vx)



I vissa elaka fall kan det vara sd att man inte enkelt kan se vad f’ har for tec-
ken, och d& kan man behva géra en hel funktionsundersékning av f' (dvs. sétt
g(x) = f'(x) och "gd in i en subrutin” dir du betar av hela den hir checklistan for
funktionen g istillet for f). Ndr man vil vet i detalj hur grafen fér f” ser ut sd kan man
forhoppingsvis ddrifrén avlidsa exakt var f’ dr positiv/negativ/noll.

Om virdet f(x) dr odefinierat i en punkt x sa kan det sdklart inte finnas nagon
derivata f’(x) i den punkten heller. Om t.ex. f(x) = Inx —In(2 — x), vilket bara &r
meningsfullt f6r 0 < x < 2, sd dr f'(x) = % - % = ﬁ, men bara for 0 < x < 2; for
ovriga x dr dr inte f’(x) definierat. Om man ska vara noga bor teckentabellen alltsé se
ut sahdr:

X 0 2
X - 0 + +
2—x | + + 0 -
/ €j €j ej €j
PO | gt det T def det
€j €j €j €j
FO) | get. det. 7 def.  det.
Inte sahir:
X 0 2
X - 0 + +
2—-x | + + 0 -
! _ €j €j _
) def. 1 def.
€j €j €j €j
JO | get aet. 7 et def
Och inte sahir, vilket vore dnnu virre:
X 0 2
X -0 + +
2—x | + + 0 -
' _ g e
f (x) def. + def.
€j €j
FO N gt 7 gt N

(Den haér sista tabellen dr dock korrekt ifall funktionen istéllet vore f(x) = In|x| —
In |2 — x|, med beloppstecken. D4 bestar ju definitionsméngden fér f (och for f') av
allaxe Rutom x=0och x=2.)

Ibland kan det 4ven vara intressant att undersoka vissa gransvirden for f”(x), eller
att underséka hoger- och vinsterderivatan i punkter dér f'(x) inte existerar (typiskt i
undantagspunkter eller skarvningspunkter for styckvis definierade funktioner, t.ex.
om absolutbelopp &r inblandat).

Teckenstudium av andraderivatan (6verkurs)

Rikna ut andraderivatan f”, faktorisera, och gér en teckentabell som visar var f” dr
positiv/negativ/noll (eller odefinierad). Ur denna tabell kan man avlédsa pa vilka in-
tervall som férstaderivatan f’ &r vixande respektive avtagande, alltsé var funktionen
f sjélv ar konvex respektive konkav.



Minnesregler:

 fdrkonvex om f' dr vixande, alltsd om f” &r positiv, och d4 ser f:s graf glad
ut.

* f #rkonkavom f’dravtagande, alltsd om f” dr negativ, och da ser f:s graf sur
ut.

En inflexionspunkt dr en punkt dir f” vixlar tecken, dvs. dér f gar frén att vara
konkav till att vara konvey, eller tvartom.

5 Ritagrafen

Skissa grafen y = f(x) med hjilp av all information ovan. Det &r oftast inte sd jétte-
viktigt att det blir skalenligt, fér det 4r en kvalitativ férstdelse man dr ute efter. Ibland
kan det t.o.m. vara svarare att se de intressanta aspekterna om man ritar en helt
verklighetstrogen figur, t.ex. om funktionens virden spénner 6ver ett vildigt stort
intervall men skillnaden mellan tva olika lokala extremvirden &r liten.

Man bor dock rékna ut funktionsvérdet i alla lokala extrempunkter och atminsto-
ne forsoka avgora om det &r positivt eller negativt, s& att man ritar kurvan pa ratt
sida om x-axeln. Ibland kan man ocksd behova avgora pé vilken h6jd de olika lokala
extremvardena och de vagrita asymptoterna ligger i forhéllande till varandra, t.ex.
for att kunna avldsa hur manga ganger en horisontell linje y = k skir grafen y = f(x)
for olika viarden pa k.

Ifall definitionsmangden och/eller virdeméngden dr obegrdnsad sd dr det na-
turligtvis omdojligt att rita hela grafen, och det finns ju dven funktioner i stil med
f(x) =sin(1/x) vars beteende ndra x = 0 inte gar att fullstdndigt fanga pa bild. Men
man far helt enkelt forsoka ta med s& pass mycket att allt som 4r intressant syns i
figuren. Rita in asymptoterna i figuren tillsammans med grafen, och om man t.ex. har
réknat ut att f(x) — oo dd x — oo sd dr det bra om man ocksa skriver dit detta nagon-
stans i ndra anslutning till figuren; i en dndlig figur 4r det ju omajligt att se vad som
hénder d4 x — co. (Aven om det t.ex. skulle framga av teckentabellen att f 4r vixande
for stora varden pa x, sa racker inte detta for att avgora beteendet da x — co. Det kan
ju vara sd att funktionen 4r begrdansad och vidxer mot en vagrét asymptot, som t.ex.
f(x) = arctan x, men funktionen kan ocksé véxa obegrinsat, som t.ex. f(x) =Inx.)

6 Kontroll

Det dr mycket viktigt att kontrollera att grafen verkligen 6verensstimmer med tecken-
tabellen och de 6vriga undersokningarna, sa att det inte finns négra pastdaenden som
motsdger varandra. (Om man t.ex. frdn borjan har noterat att f maste vara positiv
overallt, s kan man sedan inte pésté att ndgot gransvérde dr —oo, eller rita grafen s&
att den gér ner under x-axeln.) G4 gérna igenom de tidigare stegen i checklistan en
géng till och verifiera att den graf du har ritat verkligen uppfyller allt som du har sagt
att den ska uppfylla. Tdnk en extra gang pa definitionsméngden, sé att du inte har
glomt att rita ndgon del av grafen, eller rkat rita in funktionsvirden dér det inte ska
vara négra.



7 Svar

Till slut: avlds utifrdn grafen den information som soks, och skriv ett tydligt svar. Las
frdgan, och l4s dédrefter direkt ditt svar (utan att titta pa alla utrdkningarna) for att se
att du verkligen svarar pa det som det fragades efter och inget annat. Nonsenssvar
brukar inte ge s ménga podng pa tentan. .. Hdr 4r nagra exempel pa hur ett tydligt
svar kan se ut:

Uppgift: Bestam det stérsta och minsta virdet som funktionen f(x) = x> antar
pa intervallet [-2,3].
Svar: Det storsta vardet dr f(3) =9 och det minsta vardet dr f(0) = 0.

Uppgift: Ange hur manga reella 16sningar ekvationen x° —3x = 1 har.
Svar: Ekvationen x® —3x = 1 har tre reella l6sningar.

Uppgift: Ange hur ménga reella 16sningar ekvationen x® — 3x = k har for alla
olika virden pa den reella parametern k.

Svar: Ekvationen x® — 3x = k har tre l6sningar om |k| < 2, tva 16sningar om
|k| =2, och en 16sning om |k| > 2.

Uppgift: Rita grafen for funktionen f(x) = (---) och ange alla lokala extremvér-
den samt eventuella lodréta och vagrita asymptoter.

Svar: Se figuren ovan for graf. Funktionen har lokalt maximum f(1) =43 och
lokala minima f(0) = 7 och f(17) = 0. Linjen y = 10 dr en vagrat asymptot till
grafen y = f(x) (da x — —o0). Lodrita asymptoter saknas.

Uppgift: Ange virdeméangden for funktionen f(x) = (---).
Svar: Vf =[1,3]ul4,00l.

Uppgift: Ange det storsta virdet som arean av en triangel med egenskaperna
si-och-sd kan anta.

Svar: Den storsta mojliga arean ar 15 (vilket intraffar nér triangeln ser ut sdhdr-
och-sahdir).

Uppgift: Ange de storsta mojliga intervallen dar f(x) = (---) &r strdngt viaxande.
Svar: f dr strangt vixande pa intervallen [0,5] och [17,00[ (men inte p& nagra
storre intervall).

Uppgift: Visa att olikheten (---) = 0 géller om x = 0.

P4 "visa-uppgifter” bestar ju "svaret” egentligen av hela redovisningen, men
om man vill ssmmanfatta pa slutet kan man t.ex. skriva sdhar: Undersokningen
ovan av funktionen f(x) = (---) visar att f(17) = 0 ar funktionens minsta virde
pé intervallet [0,00]. Alltsé dr (---) = 0 for alla x = 0, vilket skulle visas.



