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1) f definierad fér z > 0. Standardriikningar (Gor dessal) ger f'(z) = m Teckentabell:
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Viser att f(z) = arctan 2z+—- g = Z 1o T x — oo. Vidare dr f(1/2) = %
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och f(0) = 1. Detta ger grafen
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Svar: Graf enligt ovan. Enligt denna &r V; = [Z’ 5 [ Linjen y = 5 ar vagrat asymptot da

x — oo. f har en lokal minimipunkt i z = 3 (med det lokala minimivirdet f(1/2) = %) och

en lokal maximipunkt i z = 0 (med det lokala maximivirdet f(0) = 1).

2a) Partialbraksuppdelning ger (C' dr en godtycklig konstant)
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2b) Partialintegration av en etta foljt av polynomdivision ger (C dr en godtycklig konstant)
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Kedjeregeln baklinges (gor bytet ¢t = z? 1 forsta termen om det Ar svart att se!) samt en
partialintegration ger (C' dr en godtycklig konstant)
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Observera att ingen slutsats kan dras innan sista steget. Stegvis gransdvergang fungerar som
bekant inte.
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Partialbraksuppdelning ger
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vilket visar att / —_
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P dx ar konvergent med vérdet 3 In5+ Z —3 arctan 3
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Vi far ocksa
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ty Inb — —oo, b — 07 och 6vriga termer har #ndliga grinsvirden.
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Detta visar att / R dx &r divergent och ddrmed &r ocksa / R dx divergent.
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Svar: / 733?14% dr = 3 Inb+ % —3 arctan 5 och / 7:023 _t 1z dx &r divergent.
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5) Sétt f(x) = ;27“, x # 0. Standardrikningar (Gor!) ger f'(z) = e e a
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Observera att 222 + 2z +1 = 2 <33 + ) + = > 0 for alla z. Detta ger teckentabellen:
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f(z) =0, 2 — 0", och di z — +o0, f(z) = o0, * — 0 och f(1) = % Detta ger grafen
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Avlisning i grafen ger nu antalet l6sningar for varje virde pa konstanten k.
1
Svar: Ekvationen f(z) = k saknar 16sning om k& < 0. Den har 3 16sningar om 0 < k < %0 2
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l6sningar om k = — och 1 16sning om k£ > —.
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6a) Se kursboken eller foreldsningsanteckningarna.

6b) For x > 0 &r f(x) = ze” vilket ger att F(z) = /:cex dx = xe”® —/ez dr = (x—1)e* + C; for
x > 0. Da F maste vara kontinuerlig i 0 kan vi bestimma C] genom att lata 2 — 07, vilket
ger 0 =F(0)= lim F(z)= lim ((z—1)e"+C1)=C1—1dvs(C =1
z—07F z—0t
For x < 0 &@r f(zr) = —ze®. Liknande rdkningar (Gor dessal) ger att Fi(z) = (1 — x)e* + Cs
for < 0 och genom att lata x — 0~ fas att 0 = F(0) = liIél F(x) =1+ Cy varur Cy = —1.
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Aterstar att visa att F'(0) = f(0) = 0. Vi beriiknar dirfor F:s hoger- och vénsterderivata i 0:

Detta ger att F(z) = { ar enda mojligheten.
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enligt ett standardgrénsvéirde. Vidare &r

_ _ h _1_
FL(0) = tim ZW—FO oy A Z e 2120
h—0— h h—0— h

= /Genomfor sjilv detaljernal/ = 0.



Da F' (0) = 0 = F(0) foljer nu att F'(0) = 0 = f(0) s& vi har visat att F'(z) = f(z) for alla
z. Da F(0) = 0 enligt ovan &r alltsa F' den sokta primitiven.

Alternativ 1: Istillet for att visa att F’(0) = 0 med derivatans definition gar det att resonera
pa foljande sétt: Enligt analysens huvudsats har f en primitiv pa R (ty f &r kontinuerlig pa
R). Da F ovan &r den enda mdojligheten maste den dérfor vara den sokta primitiven.

Alternativ 2: Enligt analysens huvudsats ar F'(z / |t|e! dt en primitiv till f och sjalvklart

ar da F'(0) = 0. Berdkning av integralen ger sedan samma uttryck som ovan.

(r—1)e*+1 , >0

Svar: (a) Se kursboken. (b) F(z) = { (1—2)e" —1 <0

Antag att f(0) >0 och tag x sa litet att f(¢t) > f(0)/2 for x < ¢t < 2z (mojligt ty f kont.). Da

2x
/f dt > )/f;f—flfg)%oo,:U—>O+sé/fg)dt%oo,:1:—>0+omf(0)>0
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Samma resonemang med — f istéllet for f visar att /ft(Q) dt — —o0o, x — 0" om f(0) < 0.

Aterstar fallet f(0) = 0. En partialintegration ger da

f()dt - it)]2$+7f'§t)dt:fm f(20) /f’ (0 dH/f’

Derivatans definition ger /() = f(@) = J(0) — f'(0), x — 0" och
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fas pa samma sétt.

!
0
Berékning av sista termen ger / f§> dt = f'(0)In2 och i tredje termen ger medelviirdessatsen

€T
for integraler att det finns € med z < € < 2z (dvs& — 0, x — 0" enligt instéingningsregeln)

sadant att )
/f’(t)tf/(O) di — f/(f)éf/(0)$_> f0)-0=0, z — 07,

Sammantaget ger detta att /ft(;) dt — f'(0)— f'(0)+0+ f/(0)In2 = f/(0) In2 om f(0) =

2 2%
sVam/f,f?dHoo, v 0" om j0) > 0. [ L)

dt — —oo, * — 07 om f(0) < 0

f()dt%f( 0)In2, z — 0% om f(0) = 0.
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Anmairkning: Forutsidttningarna i uppgiften ar egentligen onodigt starka. Slutsatsen i svaret
dr sann dven om f bara dr en gang kontinuerligt deriverbar. Detta kan bevisas t ex med hjélp
av den generaliserade medelvirdessatsen.



