Losningsskisser for TATA41 2019-01-18

1. Funktionen
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har derivatan
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Det kan mojligen dven vara vért att notera att f(0) = 0. Grafen ser alltsa ut
sahar:
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Svar: Funktionen har ett lokalt maximum f(v/3) = 2In(1++/3) —In4+ \/\3/-%1
(vilket f.6. dven &dr globalt maximum). Linjen = —1 &r en lodrit asymptot,

och linjen y = 1 ar en vagrit asymptot.



2. (a) fgﬂ 4z+3 f(a: 3)(w 1) — 2f(7_7)dx W"'C'
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arctan ‘”H + C.

(c) Med t = +/z, och alltsé dt = Q\F’ fas fmdx =2 [sin®tdt =
2 [(1—cos®t)sintdt = 2 cos®t—2cost+C = coss(\/i)—Qcos(\/E)—f—C‘

Svar: Se ovan.
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ett standardgransvérde.

= % da = — 0, enligt

(c) m% +Inx = x%(l +2?Inz) — oo d& x — 0%, eftersom 1—12 — 0o och
1+ 2%2Inz — 1+ 0 > 0 (enligt standardgrinsvirdet xInz — 0 da
xz — 0% om a &r en positiv konstant).

Svar: (a) 3/5 (b) 3/2 (c) oc.

4. Integralen ar generaliserad i bade oo och —oo, sa vi maste dela upp den,
lampligen vid x = 0,
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dér integralen rédknas som konvergent om och endast om bada delintegralerna
ar konvergenta. Av symmetriskél dr delintegralerna lika, sa det réacker att
undersoka den ena; upprepad partiell integration ger
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vilket gar mot 2 — 0 = 2 dd w — oo (standardgriansvirde, "hastighetstabell”).
Den integral som fragan géllde ar alltsa konvergent, med véardet 2 + 2 = 4.

Svar: 4.

5. Ekvationen Inx = k//x dr ekvivalent med f(z) = k, dir f(z) = y/zInz for
x > 0. Teckenstudium av derivatan
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visar att f #r striingt avtagande pa intervallet 0 < z < e~2 och striingt vixande
pd intervallet 2 > e~2, med globalt minimum f(e~2) = —2e~!. Vidare giller
f(z) = 0da 2 — 0% (samma standardgransvirde som i uppgift 2(c)) och
f(z) = 0o dd x — oo (uppenbart). Fran grafen y = f(x) avldser man sedan
enkelt antalet 16sningar.
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Svar: Ekvationen har tvé reella 1osningar om —2/e < k < 0, en 16sning om
k= —2/e eller k > 0, och ingen 16sning om k < —2/e.



6.

7.

(a) See kursboken (Forsling & Neymark), sats 6.5.

(b) L&t x > 0. Eftersom cos(t?) dr en kontinuerlig funktion finns det enligt
medelvardessatsen ett tal & sddant att x < £ < 3x och

3x
g(x) = %/ cos(t?) dt — % (33 — 7) cos(€2) = 2 cos(€2).

Insténgningen medfér att &€ — 0 dd z — 0T, vilket gor att g(z) —
2cos(0%) =2 dad z — 0.

(Detta argument ar lite handviftande, eftersom & inte dr en funktion av z. Om
man vill vara noggrannare kan man géra sahér: Lit € > 0. Eftersom 2 cos(t?)
ar en kontinuerlig funktion finns det ett 6 > 0 sddant att |2008(t2) - 2| <e
nédrhelst [t| < . For godtyckligt  med 0 < z < §/3 kan man hitta ett £
enligt ovan, som da kommer att uppfylla 0 < £ < 3z < 4, sa att |g(z) — 2| =
|2(:os(§2) — 2{ < e. Detta visar att g(z) — 2 dd z — 01.)

Alternativt: eftersom cos(t?) ir stringt avtagande for sma t > 0 giller
cos(z?) > cos(t?) > cos((3z)?)

for z <t < 3x, om x > 0 ar tillriackligt litet. Monotonicitetsegenskapen
hos integralen medfor, for sidana x, att
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dvs. (efter berdkning av integralerna i ytterleden samt division med det
positiva talet x)

1 3z
2 cos(z?) > f/ cos(t?) dt > 2 cos((3z)?).
x x
Ytterleden gar hir mot 2 dd  — 07, sd enligt instingningsregeln gar
dven funktionen i mittenledet mot 2.

Svar: 2.

Linjen maste luta snett nerat for att den del som ligger i forsta kvadranten ska
ha &ndlig ldngd, sa det rdacker att undersoka fallet med negativ riktningskoeffi-
cient. Linjens ekvation &r dd y = 8 — k(z — 1) med k > 0, s den skér axlarna
i punkterna (z,y) = (1+ £,0) och (z,y) = (0,8 + k). Enligt Pythagoras’ sats
ar langden av linjesegmentet mellan dessa punkter lika med L(k) = v/ f(k),
dar

fk) = (1+i>2+(8+k)2:(8+k)2 (;H), k> 0.

Derivatan av f ar
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F(k) = 2(8+ k) (,:2 + 1) + (84 k) (;5

dér alla faktorer &r positiva for & > 0, utom k2 —8 som &r negativ for 0 < k < 2
och positiv for k > 2 (eftersom k? ir striingt viixande). Detta medfér att f dr
strangt avtagande pa intervallet 0 < k£ < 2 och stréngt vixande pa intervallet
k > 2, si f har globalt minimum f(2) = (1 + 4)2 + (8 + 2)? = 125, och
linjesegmentets minimala lingd dr dirmed L(2) = 1/f(2) = V125 = 51/5.

Svar: 5v/5.



