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n
1
Visa att — > 2¢/n—2 for varje heltal n > 1.
,;1 VE !

Berdkna lim

n—oo

n+1l n+2 n+n

1/n
) (anvéind Riemannsummor).

N
1
Man kan visa att g o —In2 da N — oo. Bestidm, utgaende fran detta, nagot tal N
n
n=1

N
1
sadant att 0 <In2 — Z — <1074

n2n
n=1

n
1 1 1
Visa att ; (E — arctan E) < 3 for alla heltal n > 1.

1 < k

p

for varje heltal p > 1.
n—oo Inn pt

Man kan definiera de trigonometriska funktionerna utgaende fran integraler. Lat v vara
lingden av bagen pa cirkeln 2? +%? = 1 fran punkten (1,0) till en punkt (z,y), dér
x>0, y>0.

Yoodt
a) Visa att v = _—
(a) | =

sinv
(b) Definiera cosv =z, sinv =y och tanv = —— f{6r dessa = , y och wv. Visa att
cosv

sinv < v < tanw.

Tillampningar av integraler

Bestdm arean av det omrade som ligger i forsta kvadranten och som begrinsas av de tre
kurvorna y = 2/x, y = 22 och y = x/8.

Linus och Linnéa tvistar om cirkelns area. De &r &verens om att 3 < m < 4, men det rader
oenighet om huruvida arean ir 7R?, 27 R? eller 2w R. Forklara varfor de felaktiga alternativen
4r uppenbart orimliga.

Berikna lingden av kurvan y = v/ R? — 22, R/2 < z < R. Kontrollmdjligheter?

Kossan Rosa &dr bunden med ett snore vid ett trdd. Snoret har langden L och det cylindriska
tridet har radien R. I startégonblicket star Rosa med snoret fullt striickt, rakt radiellt ut
fran trddet. Rosa borjar vandra runt tridet, hela tiden med strickt snore. Hur langt har
hon gatt da hon kommer in till stammen? (Savél snorets tjocklek som Rosas utstrickning
forsummas.)

Omradet mellan kurvorna y = (z —3)/(z +1) och y = €?*, 0 < x < 1, roteras ett varv kring
linjen x = 2. Berdkna volymen av den kropp som uppkommer.

Omradet mellan kurvan y = 1/(2* + 2z +5), —3 < < —1, och kurvans horisontella tangent
roteras ett varv kring y-axeln. Beréikna volymen av den kropp som uppkommer.

Halvcirkeln y = VR?2 — 22, —R < x < R, roteras ett varv kring linjen z = 2R. Beriikna
arean av den rotationsyta som uppkommer.

Antag att f dr en kontinuerligt deriverbar och stringt avtagande funktion pa intervallet
[—1,3] samt att f(—1) =4 och f(3) = —2. Lat D vara det begrénsade omrade som avgrinsas
av kurvan y = f(z) och linjerna x = —1 och y = —2.
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(a) Rita en principskiss av D och ange arean av D som en integral.

(b) Lat K vara den rotationskropp som uppstar da D roteras ett varv kring linjen z = —1.
Ange kroppens volym V; och arean A, av kroppens begrinsningsyta som integraler.
Notera att den cirkuldra bottenplattans area ingar i Ap, och den behover inte anges
som en integral.

(¢) Lat K. vara den rotationskropp som uppstar da D i stillet roteras ett varv kring linjen

y = —3. Ange kroppens volym V. och arean A, av kroppens begrinsningsyta som
integraler. De triviala delarna av A, behover dock inte anges som integraler.

8 Maclaurin- och Taylorutveckling

P 8.1 Bestim Taylorutvecklingen av ordning 3 kring « = 4 till /= med rest i ordoform.

P 8.2 Anvind standardutvecklingar for att bestimma Maclaurinutvecklingen till och med grad 4
med restterm i ordoform (d.v.s. O(z®) eller hogre) till féljande funktioner.

(a) e7® (b)sin2z (c) zarctanz (d) (14+z)"" (e) cos(z?) (f) In(1 — z?).

P 8.3 Bestdm Maclaurinutvecklingen, med rest i ordoform, av (1n(1 + x))g Utveckla sa langt att
man ser de tre forsta icke-forsvinnande termerna.

P 8.4 Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 4 med rest i ordoform av
(a) V9+22 (b)In(2—=xz) (c)cos(2x+7/2) (d) exp(l —22?)

cos(z?) — 1 . xsin2x R

(b) lim

P 8.5 Rékna ut (a) lim 20 In(1 — 22) ¢ mﬂ)m.

x—0 ;C4

11 1 1 Va2 —1—xcos
P8.6 Réknaut (a) lim ( — — — (b) lim { ——— — — (¢) lim a:. T xccis L.
z—0 \sinz e—0\In(14+2) = =00 sin o — tan o

P 8.7 Bestdm konstanterna a, b och ¢ sa att féljande griansvirden existerar. Berikna griansvirdenal
2
sinx — ax sinz — bz cost —e * esin? B
(a) im ———— (b) im ————  (¢) + da x — 0.
20 2 70 3 V14322 — V1 + 222

e?® — cosz

 E— 0
P 8.8 Lat f(z) = x 270, Bestim konstanten a s att f blir kontinuerlig i 2 = 0.
a, z =0.
h) —
Undersok sedan om }llir% w, d.v.s. f/(0), existerar med detta val av a.
—

P 8.9 Bestam konstanterna a och b sa att lirr%J (1 +bz) + 2§ — 2cos(az)
xr—r €T

existerar dndligt, samt

bestam gransvéirdet.

)~ 1+1n(1
P 8.10 Bestéam konstanten a sa att gransvirdet lim exp(z + az”) +In(l + az)
z—0 1 —coszx

existerar och ar

dndligt. Berdkna ocksa gransvérdet.

P 8.11 Underssk 1Lm T (\3/303 4 322 — \/a:2 + 2z — 3).

. ) . sintz —In(1 + x)
P 8.12 Ar funktionen f(¢) = lim
1) z—0 et — /1 + 2z
P 8.13 Att berikna langa Maclaurinutvecklingar av sammansatta funktioner kan bli arbetsamt om
man inte gar systematiskt till viiga. Vi ska hir utveckla In(1 4+ 22 + sinz) med rest O(z°)
genom att utveckla In(1 +¢) med t = 2 4 sinz; notera att  — 0 =t — 0.

kontinuerlig?

(a) Maclaurinutveckla t = 2 4 sin « till och med grad 4 i z, alltsa med rest O(z®).
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(b) Maclaurinutveckla In(1 + ) till och med grad 4 i ¢, alltsa med rest O(t°).

(¢) Bestdm i tur och ordning utvecklingarna for ¢ =¢-t, 3 =1t>.t, 1 =1 .1,
O(t%), alla uttryckta i x och med rest O(z®).

(d) Bestim Maclaurinutvecklingen av In(1 + x? + sin ) med rest O(x%).

Vi ska utveckla 1/v/1+ zarctanz med rest O(z®) genom att utveckla (1 + £)~Y2 med

t = x arctanx.

(a) Maclaurinutveckla t = x arctan z med rest O(z%).

(b) Hur langt maste man Maclaurinutveckla (1 + ¢)~Y/2, med t = zarctanz, for att fa

utvecklingen for 1/v/1 + z arctanz med rest O(2®)? Varfor riicker den lingden?
(¢) Maclaurinutveckla 1/v/1+ z arctanz med rest O(z®). Jamfor med uppgift P 8.13.

Bestém Maclaurinutvecklingen av ordning 5 med restterm i ordoform for cos(sinx).

x
Vilken utveckling fér / cos(sint) dt far man av detta?
0

Bestidm ett polynom p av ligsta mojliga grad sadant att

(a) th sin x —2 p(x) esnT — p(x)
r—r X

=2 (b) = — —1daxz—0.

Man kan hirleda Maclaurinutvecklingen av ordning 6 fér tanz med restterm i ordoform
genom att ansédtta en utveckling

tanz = c1 + c3x> + cs2® + O(z7)

och sedan bestdmma koefficienterna i utvecklingen med hjélp av kiénda utvecklingar och
enkla samband.
(a) Motivera varfor inga termer med jimna gradtal behvs i ansatsen.

(b) Anvind standardutvecklingarna fér sinz och cosx och identiteten cosztanz = sinx
for att bestdmma koefficienterna c1, c3, ¢5 och ddarmed utvecklingen for tan z.

(¢) Som alternativ till metoden i (b), anviind standardutvecklingen fér arctanz och iden-
titeten tan(arctanz) = z for att bestdmma utvecklingen for tan .

(d) Anvind den i (b) eller (c¢) erhallna utvecklingen for tanz for att hirleda Maclaurin-
utvecklingen av ordning 7 for In(cos z) med restterm i ordoform. Ledning: Derivera!

x
Bestém Maclaurinutvecklingen av ordning 6 till  (a) / exp(—t*)dt  (b) arcsinz.
0

Inz? — (1 2 2
Rikna ut  (a) Tim 22— RO gy ( mEt2 4)
r—1 T — \/E r—00 r—2

Visa att funktionen f(z) = ze” * &r inverterbar och bestim Maclaurinutvecklingen av inver-
sen f~!(x) med rest O(z"). (Att f~' ar tillriickligt snill behdver ej motiveras.)

Undersok f(x) med avseende pa lokalt extremvirde for « =0 om f(z) ges av
(a) coshz —cosz  (b) In(1 — x?) 4 cosx + 3e* — arctan3z  (c) sin® 2z + 2¢~ 2"
I manga (tillimpade) sammanhang néjer man sig med att for z néra 0 skriva sinz ~ =z

och In(1 4+ z) ~ x och drar slutsatser av det. Viss forsiktighet maste dock iakttas. Jamfor
uppgifterna P 8.6a och P 8.6b. Kommentar?
(n+1)n+! n"

Unders6k om - har griansvirde (vilket i sa fall?) da n — oo.
nn (n—1)n1

Bestidm Taylorutvecklingen av f(z) = xt —22% — 32% + 7x — 5, med rest i Lagranges form,
(a) kring = 1, ordning 2 (b) kring = 0, ordning 2  (c) kring = 0, ordning 4.
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P 8.25 Bestdm Taylorutvecklingen av ordning 0 kring a till en allmén funktion f, med restterm i
Lagranges form. Hur blir uttrycket for f(b) — f(a)? Kénns det bekant?

P8.26 (a) Hirled Maclaurinutvecklingen av ordning 4 med restterm i Lagranges form for sin x.

3 5
sinx — (x — —)‘ < u for alla x.

(b) Visa att 5 < 130

xb x3 x® T
(¢) Visa att 310 <sinx — (x — E) < 190 dao<z< 3 Ange speciellt var £ kan finnas.

(d) Ange en liknande olikhet for —g < 2 <0. Var kan ¢ finnas nu?

4

. 2
smr (1_x_)‘<x—f6rallax7é0.
T

(e) Visa att 1= 10

P8.27 (a) Bestim Maclaurinutvecklingen av ordning 1 till arctan x med restterm i Lagranges form.
(b) Visa att |arctan(1/5) —1/5| < 1/100.
P 8.28 Hiirled Maclaurinutvecklingen av ordning 4 fér e®, med restterm i Lagranges form. Approx-

imera sedan 1/+/e med hjilp av denna utveckling, och visa att approximationsfelets belopp
ar mindre &n 1073,

P8.29 (a) Maclaurinutveckla f(z) = 5(1 + )2 till ordning 1, med restterm i Lagranges form.
Mellan vilka grianser befinner sig talet £7

(b) Anvind att v26 = v25+1 = 54/1 4 1/25, och utvecklingen i (a), fér att finna en
rationell approximation till talet v/26. Var finns £ nu? Vilken uppskattning av absolut-
beloppet av approximationsfelet ger det?

(¢) Samma uppgift som i (b), men nu for v/24.

1 vz g
P 8.30 Som bekant ar % = arcsin - = x

2 0 \/1—%2.

Vi ska anvinda detta samband for att fa ett

narmevéarde till 7.

(a) Maclaurinutveckla (1 4 ¢)~*/2 till ordning 2 i ¢ och med restterm i Lagranges form.

(b) Bestdm med hjilp av utvecklingen i (a) ett ndrmevirde till 7 och uttryck felet i ap-
proximationen som en integral.

(¢) Visa att felets absolutbelopp #r mindre &n 1072,

1 1
P 8.31 Approximera foljande tal med fel vars absolutbelopp &r hogst 100" (a) cos 0 (b) cos1.

P 8.32 Bestém ett polynom p(x) som approximerar cosz for —1/2 <z < 1/2 si att felets absolut-
belopp blir mindre &n 10~2 for alla dessa z.

P 8.33 Bestdm ett polynom som approximerar e for —1 < x <1 sa att felets absolutbelopp blir
mindre &n 1072 for alla dessa .

3
2
P 8.34 Lat p; vara Maclaurinpolynomet av ordning 1 till f(z) = % +3(x+2)In x—2|— .
(a) Bestdm p;.  (b) Beriikna lim M
x—0 €T

(c) Visa att (V3 — 1)2? < f(z) — p1(z) < 2% for alla z € [-1,1].
P 8.35 Rikna ut ett nirmevirde till v/33 med ett fel av hogst 1073,

P 8.36 I relativitetsteorin talar man om en partikels vilomassa mg, relativistiska massa m och
energi . Kopplingen &r
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P9.1

P9.2

P9.3
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P9.7
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dir v dr partikelns hastighet och ¢ #r ljushastigheten. (De tva termerna i approximationen
kallas vilo- respektive rorelseenergi.)

(a) Motivera approximationen. For vilka v dr den bra?
(b) Uppskatta felet i approximationen da |v| < ¢/10 (vilket &r ca 30.000 km/s).

2
Bestam ett braktal C sadant att 0 < coshz — 1 — % < Cz* for alla z € [-1,1].

Man vill berdkna In 2 numeriskt med hjilp av Maclaurinutveckling. Att anvinda utvecklingen
for In(1 4+ z) med = 1 &r en dalig metod (varfér?), sa i stéllet utvecklar man

14+
1—x

f(z)=In =In(l+2z)—In(1-—=z), |z] <1,

och viljer sedan x lampligt. Approximera In2 med ett fel vars belopp #r hogst 1074,

Differentialekvationer
Betrakta (den homogena) differentialekvationen
(%) y +2xy = 0.
(a) Rita riktningsfiltet (i punkterna (z,y) = (m,n), dir m,n € {0, £1, £2}, réicker) och

fundera 6ver hur 16sningskurvorna kan tédnkas se ut.

(b) Bestdm en integrerande faktor och sedan alla lsningar till (x). Rita denna kurvskara
(d.v.s. rita ett antal representativa lgsningskurvor).

(¢) Bestidm den 16sningskurva som gar genom punkten (1,1).

Bestdm alla 16sningar till de linjéra differentialekvationerna
(a) y' =3y +a? (b) ¥’ + 22y == (c) y +3a’y = 2
(d) 1+ 22y 420y =22 () ay) +2y=sinz, >0 (f) 22y —y = 32%, = >0.

Bestim alla l6sningar till differentialekvationen 2zy’ —y = 322, > 0 (uppgift P 9.2f) sidana
att () y(1)=0 (b)y()=0 (c)yl@)=yl),z2>0 (d)ylx)<yd),z>0.

Betrakta differentialekvationen y’ = 2 pa intervallet x > 0.
T

(a) Bestdm en integrerande faktor och sedan alla 16sningar till differentialekvationen i det
angivna intervallet. Rita losningssskaran.

(b) Bestdm den losningskurva som géar genom punkten (2, —3).

Bestém alla funktioner y(z) sadana att (x + 1)y’ —y = Inx, x > 0. Uppfyller nigon av dessa
villkoret ' (x) — 1 d&  — 00?

Bestim alla losningar till differentialekvationen (2% + z)y/(z) — y(z) = Inz, = > 0.

Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen (x2 +a)y —y = x3cosz, > 0. Finns

nagon l6sning som dessutom uppfyller villkoret att 3 /x> har dndligt griansvirde da z — 047
Bestédm i sa fall &ven denna 16sning och tillhorande grinsvérde.

Bestdm den 16sning till differentialekvationen
'Y €
—=—, >0,
v+ z 1422 .

som har ett dndligt griansvérde (vilket?) da « — 0.
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P9.9

P9.10

P9.12

P9.13

P9.14

P9.15

P9.16

P9.17

P9.18

P9.19
P9.20

P9.21

P9.22

P9.23

Los differentialekvationen
y' — (tanz)y = cos® z, |z| < /2.
Ange ocksa den 16sning som dr udda, d.v.s. for vilken y(—x) = —y(x), |z| < 7/2.
(a) Bestdm den losning till differentialekvationen

,_2_y_ S5x

_7’ >07
x 224+ 22x+5 .

for vilken lim y(x)/2* = 0.
Tr—r0o0
(b) Lat y vara losningen i (a). Visa att y(z) < 0 for alla x > 0.

(a) En kropp med temperaturen 7'(0) = 60 grader placeras i ett rum med konstant tem-
peratur Tg = 20 grader. Efter 20 minuter dr kroppens temperatur 7'(20) = 40 grader.
Bestidm kroppens temperatur efter ytterligare 20 minuter. Vad hénder da t — oco? Mate-
matisk modell: Avsvalningshastigheten antas vara proportionell mot skillnaden mellan
kroppens och omgivningens temperatur.

(b) En allmén situation: Lat begynnelsetemperaturen 7'(0), den konstanta rumstempera-
turen Ty < T'(0) och kroppens temperatur T'(t1) vid tiden ¢t = ¢; > 0 vara givna, dir
To < T1 < T(0). Bestdm da temperaturen T'(t) for 0 < ¢ < oo.

Bestédm alla kontinuerligt deriverbara kurvor genom origo sadana att normalen i en godtyck-
lig punkt (a,d) pa kurvan skir y-axeln i punkten (0,5 + 2).

Betrakta differentialekvationen
Y + g(x)y = h(z),

dér g och h #r kontinuerliga funktioner och g(a) # 0, déir a #r en given konstant. Till varje
16sningskurva dras tangenten i 1osningskurvans skérningspunkt med linjen z = a. Visa att
alla dessa tangenter har en gemensam punkt, och bestdm denna.

Visa att y = 2Inx éir en losning till differentialekvationen z(y’ + e¥) = 23 + 2, z > 0.

Bestém den losning till differentialekvationen y’ + 4z3y? = 0 som ir sadan att
@y1)=1/2  Odyl)=1  (y(1)=-1/15  (d)y(1)=0.

Bestéim den losning till differentialekvationen z?y’ = y? + 2y + 1 for vilken giller
@) y(-1)=1  (b)y(-1)=-L

+y
2+

(a) y(=2) =1 (b) y(1) = —1 @yl =-2  (d)y(=1/2)=0.

For vilka z existerar l6sningarna? Rita 16sningskurvornal

Bestim den 16sning till differentialekvationen 3’ = for vilken géller

Differentialekvationen 3’ = 2g, x > 0, fran uppgift P 9.4a dr ocksa separabel. Los den med
separation och jamfér med din tidigare 16sning.

Bestidm den 1osning till y' = cos? y for vilken y(1) = 7. Rita losingskurvan.

Los differentialekvationen e¥(1 + y') = 1 under bivillkoret y(0) = In 3.

Bestéam losningen till differentialekvationen y’ = xy? + , y(0) = 1. I vilket storsta intervall
kring 0 existerar 16sningen? Rita losningskurvan.

Los (1 +22)%y = ze®, y(0) = In2. For vilka z existerar 16sningen?
y—y°
3 —a’

Los differentialekvationen y' = 0 <z < 1, med villkoret y(1/2) = 1/2.
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Lat y(x) vara 1osningen till differentialekvationen

y' =2xv3-2y—y%  y(0)=0.
y(z) — ax?

For vilka reella konstanter a existerar lir% 7 andligt? Berikna ocksa griansviardet.
r—r X

Los differentialekvationen

y  _y+1 0) =1
Jir2 1+z2 YTy

Tips: Bestam konstanten omedelbart nér den dyker upp, och jamfor gdrna med vad som
hinder om du i stéllet bestimmer den pa slutet.

(a) Den i uppgifterna P 9.4 och P 9.18 underskta differentialekvationen 3’ = 2y/z, x > 0,
har formen

dir f ar kontinuerlig (hér &r f(¢) = 2t). Bestdm alla 16sningar genom att forst losa den
differentialekvation som den nya obekanta funktionen z(z) = y(x)/x satisfierar.

y—SC
y+az’

(b) Los differentialekvationen y’ = y(1) = 1. Losningen far ges i implicit form.

Los differentialekvationen y' = (z+1v)?, y(0) = 1 genom att forst bestimma den differential-
ekvation som en ny obekant funktion z(z) = y(z) + = satisfierar. I vilket storsta intervall
omkring x = 0 existerar l6sningen? Vad héinder da x gar mot detta intervalls &ndpunkter?

Differentialekvationen 2zy’ —y = 322, & > 0, i uppgift P 9.2f &r ocksa en sa kallad Euler-
ekvation (se boken) och kan losas genom att byta variabel: ¢ = Inz. Visa att ekvationen i

den nya variabeln blir

dy 2t
2—= —y=3
dt Y €,

och 16s sedan ekvationen.

Los integralekvationerna

x 4 4
(8) y(z) =3+ / ()t (b) y(e) =3+ / y(t)dt (c) ya) =3+ / u(t) d.

O 2ty(t)

1+ ¢2 dt.

Los integralekvationen x — y(z) = /
x

Antag att funktionen f #r kontinuerlig och att y har kontinuerlig derivata for alla reella x.
Visa att olikheten

y'(x) + flz)y(z) <0 for alla z

ar ekvivalent med olikheten

b
y(b) < y(a)exp (—/ f@) dt) for alla a, b, b > a.

Bestdm alla deriverbara funktioner pa hela R som déar uppfyller

(@) fle+y) =Fflz)+fly)  (b) flz+y) = f@)fy)
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P9.33 (a) Beteckna med y;(z) 16sningen till differentialekvationen y’ + f(x)y = g(z), y(0) = C;
och med ys () 16sningen till differentialekvationen 3’ + f(z)y = g(x), y(0) = Cq, diir f
och g &r kontinerliga funktioner definierade pa hela reella axeln. Visa att

y1(z) — y2(z) = (C1 — Ca) exp (— /OgC f @) dt) .

(En liten &ndring av begynnelsevirdet ger alltsa pa begrénsade intervall en liten dndring
av losningen.)

(b) Beteckna med y;(z) 16sningen till differentialekvationen y' +y = ¢1(x), y(0) = A och
med yo(x) l6sningen till differentialekvationen y' +y = ga(z), y(0) = A, dir hogerleden
g1, g2 ar kontinerliga funktioner definierade pa hela reella axeln och &r sddana att
skillnaden g = g1 — g2 &r begrinsad: |g(x)| < M < oo {or alla reella . Visa olikheten

y1(x) — y2(2)] < M1 —e™].
(En liten éndring av hogerledet ger alltsa pa begrinsade intervall en liten #ndring av
16sningen.)
P 9.34 Betrakta differentialekvationen
(x) =z =2y
Visa foljande:

(a) Om I ir ett intervall som inte innehaller punkten z = 0, sa ges alla losningar till ()

pa I av y = Cz?, C konstant. (Jimfor med uppgift P 9.4a.)

(b) Om y(z) &r en 16sning till (x) pa hela R, sa dr y(0) = 0 och det finns konstanter A
och B (som inte behdver vara lika) sadana att

Az?, x>0,
y(z) =40,  z=0,
Bz?, z<0.

(c) Funktionerna i (b) dr verkligen 16sningar till (x) pa R, d.v.s.: 3/ (x) existerar for alla
x € R och (x) &r uppfylld for alla « € R.

(d) Genom varje punkt (a,b), dir a # 0, gar oéindligt manga losningar till (x) pa hela R.
P 9.35 Betrakta differentialekvationen
(%%) zy =y.
Visa foljande (jamfor med uppgift P 9.34):

(a) Om 0 ¢ I sa dr y(z) 16sning till (xx) pa intervallet I precis da y = Cz, C konstant.

(b),(c) y(z) &r losning till (xx) pa hela R precis da y = Cz, C konstant. (Det maste alltsa vara
samma konstant for x > 0 och for < 0, varfor?)

(d) Genom varje punkt (a,b), dir a # 0, gar precis en l6sning till (x*) pa hela R.

P 9.36 Betrakta differentialekvationen
y/ —33 /yg.

Det ér trivialt att for varje a € R dr y = 0 en 16sning som gar genom (a,0). Visa att dven

(x—a1)®, = <a,
y(x) =40, a1 <z < ag,
(x —a2)®, = > ao,
dér aq, as dr konstanter sadana att a1 < a < ag, dr 16sningar som gar genom (a, 0). Finns det
#nnu fler sadana 1osningar? Ange nagon i sa fall! (Allménna fragor om existens och entydighet
tas upp 1 kursen TATAT1 Ordinira differentialekvationer och dynamiska system.)
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P9.37

P9.38

P9.39
P9.40

P9.41

P9.42

P9.43
P9.44

P9.45

P9.46

P9.47
P9.48

P9.49

P9.50

P9.51

P9.52

P9.53

P9.54
P9.55

Problem

Los differentialekvationen (a) y" +2y +5y=0 (b) " +2y=0.
Bestdm speciellt de losningar som uppfyller villkoren y(0) = 1, 3/ (0) = —2.

Bestdm alla 16sningar till differentialekvationerna
@)y =3y=0  (b)y'+2y'=0  ()y"+3y"+3y'+y=0 () y¥» -y’ =0.

Lés differentialekvationen y™® = y.

Bestdm den allménna lsningen till y(5) + y(4) + y(3) + y(2) +y' +y=0.

Visa att y = —=sina dr en 16sning till Bessels differentialekvation, d.v.s. till

Jz

1 1
" Syt (1— —)y =0 0.
y+xy+( 4x2)y , x>

Bestidm den 16sning till differentialekvationen y” + 4y’ + 3y = 2 + 1 som uppfyller villkoret
y(0) =0=1y'(0).

Bestédm alla 16sningar till differentialekvationen y” + 3y’ — 4y = €* + 42 — 7.

Bestém den 16sning till differentialekvationen 3" 42y’ +3y = 0 som har ett lokalt extremvirde
y =11z =0 och avgdr pa enklaste sitt om detta extremvirde &r ett lokalt maximum eller
minimum.

Bestéim y sa att y”(z) = 1/ fér 2 > 0 och y(z) > y(1) = 0 for alla z > 0.
(Var noga med att visa att din 16sning verkligen uppfyller olikheten.)

Bestim den 16sning till differentialekvationen 3" + 2y = sinx — cos x som uppfyller villkoret
y(0) = 1,4'(0) = 0.

Los differentialekvationen 3"’

+y"+y +y=a2+1+cosx.

Los differentialekvationen 3" +y = h(z) da
(a) h(z) =6cos2z — 3sin2x (b) h(z) = cosz (¢c) h(z) =sinx
(d) h(z) =6cosz — 3sinx (e) h(x) =xcosx (f) h(x) = cosxsinx
(a) Verifiera att y = 2? Inz &r en 16sning till y” + 2y + 2y = (22 + 4z + 2) Inz + 22 + 3.
(b) Bestam alla 1osningar till y” + 2y’ + 2y = (22 + 42 +2)Inx + 2z + 3.
(¢) Bestim alla losningar till 3" + 2y + 2y = (222 + 42 + 2) Inz.
Ange en differentialekvation som har den allménna l6sningen
(a) y = Ae3® + Be ™ (b) y = Ae® 4+ Be™* — cosx
(c)y=(A+z)e”+ (B+Cx)e ™ (d)y=Ae >+ e %(1+ Bcos3x + Csin3x).

Bestéim de 16sningar till differentialekvationen y” — 2y’ — 15y = e~ 3% 4 1 som ér begrinsade
pa intervallet x > 0.

Betrakta differentialekvationen y” + 2y’ +y = 2sinx.
(a) Bestdm den losningskurva som tangerar z-axeln i origo.

(b) Vilka 16sningar har lokalt maximum for x = 07

Betrakta differentialekvationen y” + 3y’ +2y = x + e~ ".
(a) Bestdm den 16sning som gar genom origo och som har horisontell tangent dér.
(b) Avgdr om l6sningen i (a) har extremvérde i origo.

Los differentialekvationen y(3) — 3y’ + 2y = coshu.

Bestidm alla 16sningar till differentialekvationen i uppgift P 9.54 som har stringt lokalt max-
imum da = = 0 och som uppfyller e**y(z) — 0 da z — —oo.
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P9.56

P9.57

P9.58
P9.59

P9.61

10

P10.1

P10.2

P10.3

"

Bestdm den 16sningskurva till differentialekvationen 3 4 2y” + ¢’ = (x + 1)e” som tangerar

z-axeln i origo och dér har andraderivatan lika med 0.

Har differentialekvationen y” — 4y’ 4+ 8y = xe?*sin 2z nagon 16sning som har lokalt ex-
tremvérde 1 for x = 07 Avgor i sa fall om detta dr ett lokalt maximum eller lokalt minimum
och om l6sningen har ett storsta eller minsta virde for —oco < x < oo.

Los differentialekvationen y” + 4y’ + 5y = 5 — 2e =% + 3e 2% cos 2.

(a) Betrakta differentialekvationen

)y +al@)y +b(2)y = f(a),
dér funktionerna a,b, f dr kontinuerliga. Eftersom koefficienterna inte &#r konstanta

duger inte de tidigare framtagna l6sningsmetoderna. Foljande fungerar dock:
Antag att man har funnit en 16sning y = v(x) till den homogena ekvationen

() Y +a(@)y +b(x)y =0
(en sadan kan man ofta finna i serieform). Gor i (%) ansatsen y = v - z, hiirled differen-
tialekvationen for den nya obekanta funktionen z och ange hur den kan 16sas.
(b) Los differentialekvationen i uppgift P 9.41 genom att tillimpa ovanstaende metod.
(a) Visa att varje homogen linjir differentialekvation av ordning 3 med konstanta reella
koefficienter har minst en 16sning av formen y = e¢“*, ¢ reell.
(b) Hur generaliseras detta till ekvationer av godtycklig ordning?

(c) Visa att varje 16sning till den linjéra differentialekvationen P, (D)(y) = 0 med konstanta
koefficienter har griansvirdet 0 da x — +o0o om och endast om alla rétter till den
karakteristiska ekvationen har realdel < 0.

(d) Hur ser villkoret pa den karakteristiska ekvationens rétter ut om ”har grénsvirdet 0 da
T — +00” byts mot ”dr begrinsad da x — 400”7

Betrakta de tva differentialekvationerna

(1) ¥’ + (cosa)y =0,y(0) =1, 4(0) =0 (2)y"+y=0,y(0)=1,4'(0) =0.

For sma virden pa variabeln x skiljer sig de bada differentialekvationerna endast lite fran
varandra, och man kan da formoda att deras 16sningar har samma egenskap. Vilken &r den
forsta termen i Maclaurinutvecklingen av 16sningen till (1) som skiljer sig fran motsvarande
i (den kiinda) Maclaurinutvecklingen av 16sningen till (2)? Att losningen till (1) har Maclau-
rinutveckling av godtycklig ordning far anvéndas utan bevis.

Serier och generaliserade integraler

*© dr 1 > dx 4 ’ dx
. p <1 <z T <
Visa att (a) 0_/1 172453 (b)/o 1+2% =3 (C)/O 2,/7 + |sin | s3

3 > dx *  dx
d) - < — <1 In2 < <1 (ledning: e* >1
()4_/1 22 + |cosz| ~ (©) In _/0 <1 (ledning: ¢* 2 1+2)

b . b .
b
Visa att / O gy = % +/ sm2x dz for alla b > 7, och visa sedan med hjalp av detta

* cosw

dz &r konvergent.

samband att /

s

o0 (o] o0
Om serierna g aj och g br, bada dr konvergenta, sa dr som bekant dven serien g (ak+bk)

k=1 k=1 k=1
o)

konvergent, men vad kan sigas om konvergensen hos Z(ak + by) om
k=1
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[ee] oo
a) Z ax &r konvergent men Z by, ar divergent?
k=1 k=1

b) Z aj och Z by bada &r divergenta?
k=1 k=1

oo
P 10.4 Vi ska undersoka den positiva serien Z(\/ﬁ - \/E)
k=2
(a) Berékna delsummorna s,,, n > 2, och visa med hjilp av dem att serien dr divergent.
(b) Klarar Divergenstestet att visa att serien &r divergent?
ok
P 10.5 Betrakta den positiva serien s = ag + a1 + a2 + as + ..., dar ay = 5k+—10k

a) Genom att anviinda att 5" >0, visa att s < 5/4.

(
(

)
b) Vilken &vre grins for s far man om man i stéillet anvénder att 10 > 5% da k > 07
(c) Visa pa enklast mojliga sétt att s > 5/8.
2 4 1
d i tt felet i imati ~ -+ —+ — hogst —
( ) Visa att felet i approximationen s ~ ag + a1 + a2 = —|— 15 + 195 ar hogs 100°

b n
; dr . 1 .
P10.6 (a) Berikna ‘/1 m for b > 1 och kE:1 m for n = ].7 2737 NN

) ) " * da — 1 o
(b) Anvind (a) for att rékna ut /1 G och Z TS Notera att de blir olika!

1 >~ d
(¢) Hlustrera med areor i en figur varfor det dr uppenbart att Z ok / xz—f—ix?x
(d) Rita en ny figur som illustrerar olikheten Z ! / T_dr
ye W42k =), 22+2z

1 * d .
(e) Rita en figur som illustrerar olikheten Z ok < / xz—i——xQx Ar den anvindbar?

k

T
m och sétt ap = f(k) =

(a) Rita kurvan y = f(x) for > 0. Notera speciellt var f dr avtagande.

(b) For vilket minsta heltal n > 1 kan man i en figur se att Z ap > / flx)dx ?
k=n

(¢) For vilket minsta heltal m > 1 kan man i en figur se att Z ar < / flz)dx ?

k=m
(Samma n som i (b).)

(d) Anvénd (b) och (c) f6r att finna tal A; och Ay sadana att A; < Z ap < As.
k=1

o0
Ink
P 10.8 Studera serien Z ar =az+as+as+..., dir ap = (—1)’“ n—.
P VEk

(o)
(a) Visa att Z ay inte dr absolutkonvergent, d.v.s. att Z |ag| dr divergent.
k=3 k=3
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oo

(b) Bestdm ett heltal n > 3 sadant att Z aj dr en Leibnizserie, och motivera sedan att
k=n

- 1
Zak dr konvergent. Ledning: Studera f(z) = ar

k=3 \/5

for x > 3, sa att |ag| = f(k).

* sinx
P10.9 Visa att / —— dx inte &r absolutkonvergent genom att forst visa att
0

T
/(n+1)7r

(Den #r dock konvergent, och man kan med komplex analys visa att virdet &r 7/2.)

sinx

n=0,1,2,...

>
v= (n+ D)’

P10.10 (a) Los differentialekvationen y” = y med bivillkoren y(0) = 1, 3'(0) = 0, pd samma sitt
som i uppgift P 9.37 (inte med potensserier). Hur manga funktioner 16ser detta problem?

00
2 .’E4 .’EG 2n

(b) Verifiera att potensserien y =1 + % + T + o +...= Z é—n)' har odndlig konver-

gensradie och 16ser problemet i (a). Anvind detta for att berdkna potensseriens summa.

& 4n 3n

x N
(c) Beridkna pa liknande sétt Z ; och Z T
= (4n)! = (3n)!
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P6.12 (a) ?1’_7(;_31;2 (b)177_2_%+91;15+13:1))n2_arc;an3
(c) ?—g (d) 1_%
) 3 (t) o
(8) g—l (h) 2?”
0 o722
(k) 41n (\/5_ 1) —10+4v2 () 6(\/5—\/§—g+arctan\/§>

1
(m) V2 — 1 —In(1 4+ V?2) (n) \/§+3arcs1nﬁ

1. 9+4V5
(o) 2\/_—\/§+§1n3+2\/§

P6.14 0
P6.15 2303 ~ 400 V

P6.16 (a) divergent (b) 1 (c) 4(In2 —1)

2
P6.17 (a) divergent b) In2 c¢) divergent d) —
(@) divergent  (b) n2 (¢) divergent (4) 7
4 2 1+V7
P6.20 t=— b)t=— t =
@t=3 ®t="2 (©t=—7

P6.22 4/e
P6.23 N = 10 racker

P6.25 1.

Tillampningar av integraler
P7.1 4In2

P 7.2 Vad blir arean av en kvadrat som omsluter cirkeln? Vad far uttrycken for dimension?

P7.3 /R R o w-Tr
" Jrj2 VR =22 3

7L L/R nL L2
P7.4 = L—Rp)dp = — + —
5 +/O ( pldp = — + o

P7.5 g(geQ — 27+ 481n2)

P7.6 7(2—1n2—7/4)

f z? 2 p2
P77 271'/ (QR—JZ) 1+md$=4ﬂ'R
—R

3
P7.8 (a) Arean avDéir/ (f(x) +2)dx

3 ) 3 5
(b) Vb:/ 2m(z + 1) (f(z) + 2) du, Ab:/ 2r(z + )/ 1+ (f/(z)) do+ - 4°

-1 -1
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(©) ch/g (W(f(x)+3)2—7r~12)dx:/3 o (%7&:) (f(z) +2) da,

—1

Ac=/32w(f<x>+3) Lt (f()* de+ 27 1-d ot (w7 — 7 12)

Maclaurin- och Taylorutveckling
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o ey ez gy g
P8.1 \/5—24—4(33 4) 64(33 4) +512(x 4’ + O((z — 4)%)
2 3 gt AB , .
P8.2 ()1—x—|—7—€+ﬁ+0( %) (b)2x—?+0( %) (c)x—g-i-(’)(x)
zt zt
(d) 1 —x+2? —2® +2* + O(5) (e) 1— - +0(2®) (f) —2? — e} +0(2%)
4
P8.3 (1n(1+x))3=x3—3%+7%+0( °)
2 2t r oz 23 2t 5 423 5
P8.4 a3+——m+0( %) (b)ln2—§—§—ﬂ—6—4+(’)(a:) (c)—2x+7—|—(’)(£)

(a)
(d) e — 2ex? + 2ex? + O(z°)
P8.5 (a) —1/2 (b) =2 (c¢) 1/2
P8.6 (a)0 (b)1/2 (c)1/3
P8.7 (a)
P 8.8 a =2, vilket ger f'(0) =5/2
P8.9 a =+1, b = —2; grinsvirdet blir —7/3 (i bada fallen)
P8.10 a = —1; grénsvérdet blir —2

P 8.11 Grinsvirdet existerar och ar 1

P8.12 Nej, ty f(t) =1 om ¢t # 1 men f(1)=1/2

3 t2 t3 t4

P8.13 (a)t=x2+sinx=x+x2—x—+0(x5) b)Inl+t)=t——+—=-——+0

6 2 3 4

2 4
(c) 2 = x2+2x3+%+(’)(x5), 8 = 234324+ 0(2%), t*=2*+0G%), OF)

z?  5z3 5zt

(d)ln(1+x2+sinx):1n(1+t):...=x+7—?+§+0( %)
zt  af
P8.14 (a) tzxarctanxsz—E—i-g—i-O(xS)
t 32 583
(b) (1+t)*1/2:1—§+%—51—6+(9(t4)récker,ty@(t4):(9(x8)
2 132" 53a°
c) 1/\/1+xarctanx=(1—16—15)_1/2:...:1—%—l— 21 8(333 (%),
2
ty t2:t~t=x4—%+0(x8), =1 t=a%40(%), O@')=0(®)
P8.15 cos(sinz) = 1 12+54+0(6) /Jc (sint) dt Loy Lo
.15 cos(sinz) = 50 T 5g¢ x°), ; cos(sin =r— oo
2 4 145
P8.16 (a) p(z) = z — 222 (b)p(x):1+x+%—%+ 1:5”

3 2%5 x2 £C4

P8.17 (a)tanx drudda (b,c) tanz = ot +=+0(2") (d)In(cosz) = — = —"— —

3 15

a) a =1, gransvirde 0 (b) b =1, grinsvirde —1/6 (c¢) ¢ = —1/2, grinsvirde 7/12

()

=0(z°)
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3 2P 3 3ad
P8.1 _Z 4L 7 o2 7
8.18 (a) x 3—!—10—!—0(30) (b)x+6+40 + O(z")

P8.19 ()4 (b) 16/3
5
P8.20 z — 2% + 5% +O(27)

P8.21 (a) Lokalt minimum  (f(z) = 22 + O(z*))
(b) Inget lokalt extremvirde (f(z) =4+ 192°/2 + O(z*))
(c) Lokalt maximum  (f(x) =2 — 42*/3 + O(2%))

P 8.23 Grinsvirdet existerar och ar e

P8.24 (a) —2 — (x — 1) — 3(x — 1)% + (4& — 2)(z — 1), dir £ ligger mellan 1 och z
(b) =5+ T — 32 + (4¢ — 2)23, dér ¢ ligger mellan 0 och
(¢) =5+ 7z — 32% — 223 + 2 (resttermen blir alltsa noll i detta fall)

P8.25 f(x) = f(a)+ f'(¢)(z — a), dér £ ligger mellan a och z,
f(b) — f(a) = f'(€)(b — a), dér £ ligger mellan a och b (medelvirdessatsen!)

3 cosé

P8.26 (a) sinz =z — 5 + 190 % for nagot € = &(z) mellan 0 och x

. a3 cos§ 5 .
(b) sinz — |z — %) =10 tag absolutbelopp (|cos&| < 1 for alla )

(c) 0 <& <7/3, vilket medfor att 1/2 < cos€é < 1; notera att 2° > 0 for aktuella =
5

3 5
(d) 1x_20 <sinzx — (J;—%) < 2x740; —m/3<¢<0,841/2<cos€ <1 dven nu
P8.27 (a) arctanx:x—@xz for nagot € = £(z) mellan 0 och x
11 3 1 €] 1 1/5 1 1 1
b tan—- — = | = |——> . | =B - Y - - <
(b) Jarctan 2 5‘ ‘ (11622 52| (1+€3)2 25 - (1+0%2 25 125 — 100°

ty € = £(1/5) finns nagonstans mellan 0 och 1/5, sa [¢] <1/5 och 1+ £2 > 1+ 0?

o O BN .

P8.28 ¢" = 1+x+%+€+ﬂ+%, dér £ ligger mellan 0 och x,

L _ip Lo (=1/22  (=1/2)*  (=1/2)*  €5(=1/2)° 1
— = =1+ (-= dir —= <£<0
N gttt T Mg sEsh
1 233 eV
= (= ...) med |felet| < = 1072 (= 0,001
sa\/é 384( 0,6067...) me |ee|725'120 32.120< 077 (=0,001)
P8.29 (a) f(x)=5+ b _ L for nagot € = £(x) som ligger mellan 0 och x
' - 2 8(1+¢)3/2 B8ORS = &8
1, 51 1 1 51
b) V26 = — )= ————— dir0< &< —, 84 V26 & —
(b) 155 =1 1000(1 + o2 W0 = &< 55, 54 10
1 1 1
d |felet| = < -
med [felet| = 155575557 = Tg00- 1572 ~ 1000
1, 49 1 1 49
V24 = —— )= ——— dir —— <¢<0,sa V24~ —
() I8 =1 T000(1 1 g2 48r 5 <6< 0,88 10
1 V24 5 5 1

1
d |felet| = < = - 900
med |felet| 1000(1 + £)3/2 = 1000(24/25)3/2 ~ 8 - 242 <8242 512-9 S 900

+ 2 1 ~7/2 43
P8.30 (a) (141 1/2=1_ L4 30 d0+O77-#

5 3 16 for nagot & = £(t) mellan 0 och ¢
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1 1 2 1/2 6
(b)ﬂ-%6<§+ 43 ): 009(:3,139...),medfe1=6.3/ _wdr

6-23  40-2° 640 (1+ f(x))”z’
dir £(x) ligger mellan 0 och —z2
15 1 (1/2)7 5v/3 5V/3 2
felet| < = . : - - <102 (= 0,01
(¢) [felet] < 3 -2y 7  ¥F7 b2 ( )
1 1 1 1
P8.31 (a) cos o0~ 1 med fel = —C(;S!g (10) for nagot € mellan 0 och — 10’ sa |felet| < 200 < 100
1 1 13 16 1 1
(b) cosl ~ _5—’_@ 24med|f616t|*6'_%<1—00
P8.32 ()—1—9”—2 fol = S8 24 f51 nagot ¢ mellan 0 och |f1t|<—(1/) <1072
p(z) = 2,e—4'avoag0 ellan 0 och z; [fele TR
2 8 8 b 10 20110
P 1- — -+ (fel = —— dir —2% < £ <0, sa [felet| < 1072
8.33 x—|—2 6+24 (eet(a:) 120,dar x® < €<0,sa |felet| < 120< 0 )
P8.34 (a) p1(x) =3z (b) 3/4
1 161 4 1 4 1
P8.35 ~ 2+ dflt—7~—<—— 2710 <1073
V33 2+ g5 = o, med felet] 514 €9F 210 = 35195 o <2 <10
(€ mellan 0 och 1/32).
3moc? vt 3moc? 2, 9
P8.36 (b) |felet| = ———%— < llan 0 och — .
(b) lfelet] = 86572 ot = 50,000 (99 100572 (& mellan 0 och —v7/c7)
Approximationen blir bra da |v| dr liten i férhallande till ¢
. . cosh 1 ) 1
P 8.37 Varje braktal C' > ' duger, exempelvis C' = 12
P8.38 12 = f(2) A oo oo b o b o+ s (= 0,69314.), med fel 1) (L
‘ S8/ 7T 1.31 73.3% 15.35 1 7.37 1 9.39 0 1 '3
1 1 1 1 1 1 1
dir 0 < £ < —, sa |felet| = < — (= 1074
ar07§73,sa|ee\ 11'311((1_'_5)11—1—(1_5) > 11 (3114- )< 0
Differentialekvationer
2 L1t
P 9.1 (b) Integrerande faktor t.ex. exp(z?), P
allmin 16sning y = C exp(—x?) ;;;;ﬁ
(c) y = exp(l — 2?) [
\\i\\.\i\h';
N
AN
iH\\
A )
922 + 6z + 2 1 1
P9.2 (a)y=Ce* — % (b) y = 3 + Cexp (—x?) () y= 3 + Cexp (—2?)
cosx sinz C
- 1 — = — B — — f — 2
(d) y T (e) y —t—t=5 Dy 2?4+ CVx

P9.3 (a)y=2>— V& (b) y = 2* —32y/x (c)y=a®—4yx (d) Losning saknas



56 Svar
1 o e 2
P 9.4 (a) Integrerande faktor pot allmén 16sning y = Cz*, 2 > 0

o o8 08 1 12 14

P 9.5 Allmén l6sning y = zlnz — (z + 1) In(x + 1) + C(z + 1); villkoret uppfylls med C' =1

P9.6 y=(Cx—1—Inx)/(z+1)

1
P9.7 y= (zsinx 4 cosz + C); med C = —1 far man att Y S dax 0t
x+1 3 2
t
P9.8 y=1- M, x # 0; gransvérdet dr 0
T
C +sinz — (1/3)sin®
P9.9 y(x) = +sine — (1/3) sin x; C = 0 ger den udda l6sningen
cosx
x? x? z+1 =
P9-10 (a) y(ﬂf) = 7 (hlm — arctan 9 + 5)

(b) Anvind differentialekvationen: Funktionen y/2? har positiv derivata (varfor?)

In2
P9.11 (a) T(40) = 30 grader. T'(t) = 20 + 40 exp <_t;1—0)’ gransvirdet . lir+n T'(t) = 20 grader
—+00

t T — Ty
b) T'(t) =T T(0) — T —In———-
(b) T(t) 0+( (0) O)QXp(tl nT(O)—Tg)
P9.12 y =2 /4
1 h
P 9.13 Den gemensamma punkten &r (a + —, ﬂ)
g(a)” g(a)
1 1
P9.15 (a)yzm,xeR (b)y:g,x>0 (c)y= 4_16,|x|<2 (d)y=0,zeR
T +2 2
P9.16 =—— —= b =-1
@)= S w< -2 () yl)
1 20 +1
P9.a7 = — -1 =—-1 =— -1
(a) y o1 °< (b) y , x>0 (d) y 1 <z <0
(C) __3.13+1 .’E>0 10
Y —x+1a
! 0 1 2 . 3 4 5 !
4 3 a 1 0.8 -0.6 0.2 Ud




Svar

P9.19

P9.20

P9.21

P9.22

P9.23

P9.24

P9.25

P9.26

P9.27
P9.28
P9.29
P9.30
P9.32
P9.35
P9.36
P9.37

P9.38
P9.39

P9.40

P9.42

o7

y(x) = arctan(z — 1) +m, z€R

y=1In(2e"" +1).

2w s
= — 4 — — (=12
vio)=tan (G +5). el <[5 (=129

1. 41+ 2?)

:—1 _—
y() SIS

1 —a?
Y=V T 82
Grénsviirdet existerar for a = v/3 och ir lika med —1/2 (y(z) = 2sin(z? 4+ 7/6) — 1)

3 _ earctanz 2
y(z) = (7) —2.

3 + earctanac

|z <

Sl

(a) 22’ = 2z, 2 > 0; 2 = Ca; y = Ca® (b) arctan% + %ln(ac2 +9?) = % + %IHQ
y=tan(z+7/4) —x, -3n/i<z<m/4

y=e+Cet? =22 + OV

(a) y(x) =3¢€" (b) y(z) =3t~ (¢) y(z) = —1 (konstant funktion)

y(z) = (1 + z?) arctan

(a) f(z) = cx, ¢ konstant (b) f(z) = e, och f(x) =0, ¢ konstant

(b),(c) ¥'(0) existerar inte annars

Jal

(a) y = e *(Acos2zx + Bsin 2x), speciellt A=1, B=-1/2
(b) y = Acos(x\/i) + Bsin(x\/i), speciellt A =1, B=—V2

(a)y = Ae*® (b)y=A+Be ™ (¢)y= (A+Bx+Cx?e ™ (d)y=A+Bxr+Ce”+De™ "

y=Acosz+ Bsinx + Ce” + De™® (= Acosz + Bsinx + E coshx + Fsinhx)

y = Ae " + /2 (B cos ?m + C'sin ?m) + e /2 (D cos ?m + E'sin ?m)
(den karakteristiska ekvationen &ir % — 1 = 0, r # 1, en binomisk ekvation)

y=—(3/2)e" + (11/54)e>* + (1/27)(92* — 24z + 35)



58 Svar
P9.43 y=Ae " + (B+2/5)e” —x + 1

P9.44 y=e “(coszV2 + — mnx\/—) har lokalt maximum i y = 1 (vad blir y”(0)?)

7

P9.45 y=azhz—x+1
P9.46 y = 2008(%\/5) — (\/5/2) sin(:c\/ﬁ) +sinx — cosx
P9.47 y= Ae " + Bceosx + Csinx + x + z(sinz — cosx) /4

P9.48 y =y, + yp, dir yp, = Acosz + Bsinz i samtliga deluppgifter och
(a) yp = —2cos2x + sin 2z (b) yp = (zsinz)/2 (¢) yp = —(xcosx)/2
(d) yp = (3xcosz + 6xsinz)/2  (e) y, = (x®sinz +xcosz)/4 (f) y, = —(sin2x)/6

P9.49 (b) y = e “(Acosz + Bsinz) + z?Inz  (c¢) y = e *(Acosz + Bsinz) + 2°Inz — 2 — 1/2

P9.50 (a)y’ +y —12y=0 (b) " +y' — 12y = 13cosz + sinx
"

(€ y"+y" —y —y=4de” (d)y" +4y" + 14y + 20y =9e™"
P9.51 y= (A —2/8)e 3 —1/15

P9.52 (a)y=(x+1)e”® —cosz (b) y=C(x+1)e® —cosz, C >1 (jamfsr uppgift P 8.21)

3 3 3
P9.53 (a)y =ze * + Ze‘% + g -3 (y = (A+x)e ™+ Be ** + g - y0)=0= y’(O))

(b) Lokalt minimum (ty ¢”(0) = 1 > 0; hur far man det enkelt ur differentialekvationen?)

P9.54 y =¢e"(A+ Bz +22/12) + e /8 + Ce ™"
1 13 ... . . .
P9.55 C=0,B= 3~ Aoch A > 21! 16sningen till uppgift P 9.54.

P9.56 y = (1/4)((x + 1)e” " + (z — 1)e")

2

cos 2z — sin 2z — % cos 2z + 1£6 sin 2x) (hur ser du pa enklaste

séitt att det &r fraga om ett lokalt maximum?); storsta/minsta viirde saknas

P9.57 Ja, 16sningen dr y = e**

P9.58 y=1—e % +e >(Acosz + Bsinx — cos2x)

1
—(Acosz + Bsinx)

N
P9.61 z*-termen, ty (1): y=1—2?/2+2*/12+0(2%), (2): y=1—22/2+2*/24 + O(2%)

P9.59 (a) v2" + (20 +av)s’ = f (b) y(z) =

Serier och generaliserade integraler

o0 o0
P10.3 (a) Serien ir divergent (annars vore Z by = Z ((ar+br) —ar) konvergent, en motséigelse)
k=1 k=1
(b) Ingenting sikert; serien dr konvergent om t.ex. by, = —ay, divergent om t.ex. ar = by

P10.4 (a) sn:Z(\/k—f— —\/E):\/n—i— —V2dan>2, 84 s, —oodin— oo
k=2

(b) Nej, ty termerna = vk + 1 — Vk = 1/(\//{—1—14—\/%) —0dak— o0

1/5)3 1
1 —1/5 100

P10.5 (b) s<5/6 (c)redan ag+a; >5/8 (d)0 < felet = Za < Z
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1 3b 1/1 1 1 1 3 1 1
P10.6 (a)§1nb+2respektive§(—+———— ):1_ -3

|
(b) HTS respektive Z

0.3 0.3

0.2 0.2

(c) (d) (e) Nej, eftersom integralen &r

divergent
0.1 %ﬁ*ﬂ O.]
+ + + T 0 t t t T y

P10.7 o ZT: _7l

0.005

0.005 0.005
0.004 0.004 0.004
0.003 0.003 0.003

0.002 0.002 0.002

(a) f ar avtagande pa [2,00] (byn=2 (c)m=3
1 1 1 1 1 1
WA =T 52~ 16 "8 Te (" 602" 128 / f= )

1 1
P10.8 (a) T.ex.ér|ag] > —= >0dak > 3och Z —= é&r divergent, sa Z |ax| &r ocksa divergent.
vk \/_ k=3

2—1
(b) n = 9 duger, ty f(z) > 0 da s — oo och f(x) = =

avtagande mot noll atminstone pa [9, oco[; saledes, |ax| = f(k) 0 da 9 < k — oco.

<0daxz>e? safar

P10.10 (a) y = % = coshz, och detta dr alltsa den enda funktionen som loser problemet
sh 3 1 2 3
(b) coshz (R=o00) (c) Coshr + cosw resp. —€” 4+ —e /% cos % (R = oo for bada)

2 3 3



