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TATA42: Forelasning 1
Maclaurinutecklingar

Johan Thim*
29 mars 2017

1 Introduktion

Téank er foljande situation. En snéll funktion f &r given, men vi skulle vilja approximera
den pa nagot sitt med ett uttryck av enklare slag (polynom) som atminstone ér giltigt
nara en given punkt z = a. Vanliga metoder som vi redan kanner till inkluderar att bara
approximera f med en konstant f(a) (f:s varde i x = a) eller kanske med hjélp av tangenten
till f i x = a. Bada metoderna ar vettiga, men om vi behéver en battre approximation da?
Konstanten ar ett polynom av grad noll och tangenten ett polynom av grad 1. Hur hittar
vi en approximation av godtycklig grad n? Vi soker alltsa ett polynom p(x) som stammer
overens med f néara en punkt z = a. Lat oss illustrera vad vi menar.

L JO) + f(0)a + P

~

C0)+ /1 (0)x

Det verkar rimligt att vilja koefficienterna i polynomet p(z) sa att p(a) = f(a), p'(a) = f'(a)
och sa vidare (att uttrycken har samma derivatorer upp till 6nskad ordning i z = a). Detta
ar ocksa precis vad vi kommer att gora!

2 Expansion av snilla funktioner

Vi kan gora detta systematiskt nar z = 0 med hjalp av en sa kallad Maclaurinutveckling.
Vi kommer hela tiden att kréva att funktioner ar tillrdckligt snélla (deriverbara) for vart
andamal. I allménhet kréver vi att f ar kontinuerligt deriverbar n + 1 ganger om vi vill
approximera med ett polynom av grad n. Vi skriver detta lite kortare som f € C"*!, under-
forstatt att detta géiller ndra origo. Vi kan utlasa detta som ” f tillhor klassen av (n+1)-ganger
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kontinuerligt deriverbara funktioner.” Detta betyder att funktionen f, forsta derivatan f’,
andra derivatan f” och sa vidare till och med f(™*1) existerar och &r kontinuerliga funktioner.

r Maclaurinutveckling
Om f € C™*! g4 giller att
f(2) = FO) + f Oz + L ;ﬂmﬁ + (2!(0)1;3 o (’Z!@)xn (),
dar resten r(z) &r liten néra noll. Polynomet
pa(z) = £(0) + f/(0)z + f;(!o)ﬁ + f(?’;!(O)xg et f(j;(o)x”

kallas for Maclaurinpolynomet for f av ordning n.

Observera att graden for p, ar hogst n (det kan hidnda att termer forsvinner pa grund av
att nagon derivata ar noll i origo).

Bevis. Vi utnyttjar upprepad partiell integration. Genom ett smart val av primitiv funktion,

d
%(t — x) = 1, erhaller vi att

f(x) = F(0) + / " pyde = £(0) + / L) de

=10+ [~ @) - [ - ©dt =10 420 - [ 0= 0w

(t _2x) f”(t)‘|0+/0x (t _Qx) f(S)(t)dt

— £(0)+2f/(0) - [

— £(0) + 2f"(0) + x;f”(()) + /0 =2 )4yt

=10+ 270+ S0+ | o] - [T g a

= )+ a0+ 50 + 500 - [T o

T(t—x
0 n!

Hér far vi "pa kopet” en representation av resten r(x), ndmligen att

rz) = (~1)" /0 T gy gy — /0 il ;!t)" FOD(8) dt.

n!

Detta brukar kallas Lagranges restterm pa integralform; vi aterkommer till detta!

Det finns nu flera fragor. Vad menas med att resten ar liten nidra noll? Vad hander om vi
ar intresserade kring en punkt x = a och a # 07 Innan vi svarar pa dessa fragor, 1at oss
betrakta ett exempel.
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Desto fler termer vi tar med (ju hogre grad polynomet p, har), desto béttre stimmer po-
lynomet 6verens med funktionen nara noll. Precis som onskat. Resttermen &r helt enkelt
felet r(x) = f(x) — po(x). Tydligt &r att detta fel beror pa bade x och gradtalet n.

3 Resttermen

Hur hanterar vi resttermen? Ett séitt ar att jamfora med uttryck av typen z” som vi vet hur
de beter sig nara noll. Pa grund av konstruktionen maste r uppfylla att

eftersom koefficienterna i p,(x) valts for just detta &ndamal (visa dettal). Vidare foljer det
att 1Y (z) = fHD(z) (forutsatt att ™+ dr definierad) eftersom p"*Y(z) blir identiskt
lika med noll. Det finns flera foljder av denna likhet, och en variant som gor det enkelt for
oss att rdkna ar att uttrycka restermen med hjélp av stora ordo.

Stora ordo

Definition. Vi sdger att f(z) = O(2") da z &r néra noll om det finns en begransad
funktion B(x) sa att f(x) = B(x)z™ for z néra noll.

En funktion begransad néra noll dr nagot som inte "exploderar” nér vi befinner oss nara

1
origo. Skissar man en graf ska man kunna rita in grafen i en rektangel. Till exempel — ar
x

inte begriansad nara origo. Men ar begransad néra nollan (men inte nira —1). Det

ar alltsa en lokal egenskap.
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I figuren kan man se att det gar att stdnga in 1/(z + 1) néra origo (svart rektangel), men
det 4r omojligt att rita en rektangel som técker 1/x oavsett hur liten sidlingd man véljer
parallellt med z-axeln (roda forsoket). En bra sak att komma ihag ar att alla funktioner
som ar kontinuerliga néra origo ar begransade nara origo. Daremot behdver sa klart inte en
begransad funktion vara kontinuerlig.



57 Vad innebir det att f(x) = O(x™)?

Ofta handlar det om att beskriva hur snabbt en funktion f(z) gar mot noll (eller
kvalitativt hur liten den &r nédra noll). Man kan da ténka sig att uttrycket i ordo-
termen ger en grans for hur stor f(z) kan vara och mer eller mindre "trycker ihop”
grafen for f(x) pa ett visst sdtt nédra origo. Betrakta foljande exempel (dar f(x) ar
den blda kurvan).
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Vi kommer att dgna oss en hel del at sa kallade ordo-kalkyler. Foljande samband géller.
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3 Egenskaper for stora ordo
For x nara noll och m,n > 0 géller:
(i
(ii

) O(z") £ 0(a™) = O(z™) om m < n ("lagst vinner”);
)

(i) Om f(z) = O(z") och m < n s ér f(z) = O(z™) (vi kan sinka exponenten);
)
)
)

O(z")0(™) = O(=™"™);
(iv) B(z)O(z") = O(2™) om B(z) ar begrénsad;
(v) O(=™)" = O(z™") och O((O(z™))") = O(z™");

(vi

O(z") - 0daz — 0omn > 0.

Observera speciellt fallet (i) med n = m och minus; vi har alltsa

Ordo-termer tar aldrig ut varandra eftersom det kan vara olika funktioner B(z) i de olika
1

uttrycken. Vi kan dven ha negativa exponenter som till exempel O () , da ofta underforstatt
x

att detta giller nir x — oo istdllet f6r nara noll (annars dr ordo-termen inte liten). Vi kan
dven ténka oss uttryck som O(|z|*) for a som inte &r heltal. Viss forsiktighet kravs dock sa
att allt ar definierat (v = 1/2 ger en kvadratrot som inte ar sa pigg pa negativa tal som
bekant, ddrav beloppet i uttrycket ovan). Ett annat speciellt fall &r O(1). Detta ar alltsa
endast en begriansad funktion. I normala fall kan vi inte gora sa mycket med detta uttryck
sa om det dyker upp behover vi antagligen gora nagot annorlunda.

R0 Exempel
Till exempel sa géller
> +2'+0(2°)  2*(1+2°+0(2) 2?1422 +0(2?) . 1+ 22+ O(x?)
r+x3+0(z3) z + O(z?) - z(14+0(z2) 1+0(2?)
och da braket ar begrénsat nara noll (varfor?) sa ar alltsa allt lika med O(z).

Man kan dven hamna situationen att ordo-termer dyker upp i ordo-termer som i féljande
exempel.

572 Exempel
Om t =z + O(z?), vad ar 1 +t + O(t?)?

Losningar. Vi stoppar helt enkelt in vad ¢ ar och forenklar:
1+t+0) =1+2+0@*) +0((x +0@H)?) =1+2+ 0@ +0@*) =14+ 2+ O(2?).

Har har vi undersokt (z + O(2?))? och ser att den ldgsta exponent som dyker upp ar nér
termen x - x - x dyker upp i produkten. Alltsd maste detta uttryck vara = O(2?). Eftersom
vi redan har en O(z?)-term s4 tillfér detta inget och vi erhiller svaret ovan.
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Om f ar tillrackligt snall (i meningen deriverbar) kan man visa att foljande samband géller.

<>

E

Om f € O™ nira origo s& ar f(z) = p,(x) + O(z™"), dir p,(z) i Maclaurinpoly-
nomet av ordning n.

Bevis. Kom ihag Lagranges restterm pa integralform:

Tz —t)"
f([L') — pn(:L“) + / (n'>f(n+1)(t) dt.
0 .
Da maste "
)= | [ EE g a < [TEZE o) a
0 n! 0 n!
|z (n+1) . 1
< —— max |f\" t dt = B(x)|z|"™.
< max 7] (@)l
Har ar )
—— (n+1) (4
(@) =~ mmax [/ 1)

begrénsad pa, tex, —1 < z < 1, eftersom f"*(t) ar en kontinuerlig funktion. Saledes
maste r(z) = O(z").

gL

5% Exempel

Maclaurinpolynomet av ordning n for f(z) = e” kan fas enkelt eftersom f(™(x) = e
for alla n, s& f((0) = 1 och

T

2 g3 gl "
eac:1+$+7+7+7+_,,+ﬁ+0(l‘n+1)‘

R 3! 4l
-\@’- Exempel
Vi utvecklar f(r) = cosx. D& ér f'(z) = —sinz, f’(z) = —cosz, f&(z) = sinx

och f®(x) = cosz. Sen borjar vi om med — sinz igen. Enligt formeln fér Maclaurin-
utveckling erhaller vi nu

2 1,4

. T 6
cosz =1 5 —|—4!+O(a: ).
72 4
Polynomet 1 — — + — &r Maclaurinpolynomet av bade ordning 4 och 5 samtidigt

2 4!
eftersom f(®)(0) = 0 sd #°-termen saknas. Aven om polynomet har grad 4 (inte 5). Nir

man vet om situationer som denna ér det lampligt att skriva O(x%) eftersom detta &r
mer precist. Vet man déremot inte om att z°-termen saknas méste man skriva O(z”).

Alla dessa ordo-termer stéller till lite bekymmer ibland (speciellt ndr man laser facit). Precis
som ovan kan flera alternativ vara sanna men det betyder sa klart inte att de ar lika "bra”.
Ett annat exempel ar sinz = x — 2°/6 + O(2*) och sinx = z — 2%/6 + O(2°)? Béada &r
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korrekta. Vilken skulle du valja? Det &r den sista man brukar finna i tabeller, men vi alltid
kan sanka exponenten i ordo-termen ty

O(z°) = By(2)2° = 2B, (z)z* = O(a?)

dar O(z*) = By(z)z* med By(x) = xB;(z). Vi flyttar alltsd ett av z:en till den begransade
termen (vilket 4r ok d& x ar begrédnsad néra noll). Vi tappar alltsa lite information men
likheten ir fortfarande sann. Vi kan skriva O(z%) ocksd, men d& férsvinner z3-termen in i
ordo-termen. Slutsatsen blir att vélja s& hog exponent som mojligt.

/8\ Se upp med ordo-kalkylen!

Ett varningens ord infor tentan: slarva inte med ordo-termerna! Uppgifter med prin-
cipfel i ordo-hantering brukar rendera noll poang. Pasta inte att ett uttryck é&r
mer precist dn det dr genom att svara med for hog ordo-term (typiska fel i stil
med (z + 23 + O(2°))? # 2% + 22* + O(2'%) dér bésta korrekta ordo-termen éar O(x%))
och att inte anvinda termer som &r meningslosa pa grund av narvaron av en ordo-term

(tex 723 + O(2?)).

4 Standardutvecklingar

Lat oss samla nagra vanliga utvecklingar som med fordel kan memoreras for att snabbt
kunna anvidndas. Samtliga kan hérledas direkt fran formeln for Maclaurinutvecklingar &ven
om nagra stycken kan goras lite enklare med vissa trick (vi underséker ett par ndrmare pa
nésta forelasning).

@ Vanliga funktioner
2 3
(i) e$:1+l‘+%+%+...+0(mn)
O "
(i) In(l4+2) =z — 5 + 5 + (_1)71; + O(a™)
2 4 2k
(iii) cosz =1 — % + % 4 (92615)' + O(a?+2)
. . ZES 1'5 x2k*1 ot
(iv) Slnx:x_g—i_a_"'im—f—()(l’ )
3 22® 1727 62a°
t = e H b B N g Y FVR
(v) tanz =+ =+ 95+ 575 + 9555 T O0(@)
— 1 —1)(a—2
(40 =1+ap+ 20V olo VoD
(vi) ala—1)-(a—n) "
+O(z")
n!
.. B el -
(vii) arctanx—x—§+€_...+<_1) 2n_1+0(x )

Utvecklingen av tan x kanske bor kommenteras. Koefficienterna som trillar ut foljer ett mons-
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ter av s.k. Bernoullital, men detta ligger lite utanfor kursen. Enklast kanske &r att harleda
de termer man behover for situationen om inte tabellen finns tillgdnglig eller memorerad.
Ett krangligare exempel? Visst, man kan gora saker hur bokiga som helst!

5% Exempel

Finn Maclaurinutvecklingen for cos(sinz) av ordning 5.

3
x
Losning. Lat t = sinz. DA dr t = v — - +O(z”), t &r nira noll nir x ir nira noll (viktigt!),

3!
och
2 ¢ ] 1 a3 1 4 6
costzl—2—1-4!—1-0(15):1—2<x—3!+0(x)> —i—a(x—l—O(x )) + O(t°)
x?  at 6, T 6 3Y)6
:1—?%-?4—0(3:)+Z+O(az)+0((az—l—0(a:)))
Y 6
—1—?—|—Z+O($).

Vad hénder om vi betraktar sin(cos z) istéllet? Undersok saken och var forsiktig med ordo-
termen!

5 Taylorutvecklingar

Vi har ndmnt problemet tidigare: vad hdnder om vi vill approximera f kring en punkt x = a
istéllet dar a # 07 Vi kommer at detta problem genom att betrakta g(t) = f(t + a), sa vi
later alltsa ¢ = x — a. Genom en Maclaurinutveckling av g erhaller vi da foljande:

g(t) = g(0) +4'(0)t + 9"2(0%2 TR 9(’2!(0>

t" + O™t

Har ar g(0) = f(a), ¢'(0) = f'(a), och sa vidare, och vi kan formulera uttrycket i variabeln «
i stallet. Vi summerar resultatet i foljande sats.

@ Taylorutveckling

Om f ér en (n + 1)-ganger kontinuerligt deriverbar funktion néra x = a sa ar

f™(a)

n!

(@) = f(@) + f@)@—a)+ Do — a4t

> (z —a)” + O((z — a)™*?).

Observera hér att termen O((z — a)"™') &r liten ndr z ar nédra a i stillet for nir z ar
nara noll. Detta ar viktigt! Konstruktionen med ¢(t) = f(t + a) gor att vi i princip alltid
kan anta att @ = 0 nédr vi bevisar satser. Med andra ord géller motsvarande satser for
Taylorutvecklingar som géller for Maclaurinutvecklingar.

Sjalvklart kan man likt vid harledning av Maclaurinutvecklingar anvanda satsen ovan direkt
(derivera och rikna ut f(a), f'(a) och sa vidare) men ofta kan vi rddda situationen med en
kand Maclaurinutveckling. Hur? Vi betraktar ett par exempel for att illustrera.
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5% Exempel
Maclaurinutveckla polynomet x* + 222 — 3z + 4 till ordning 2. Utveckla éven polyno-
met z* + 222 — 32 + 4 kring = 1 med ordning 2.

Losning. Maclaurinpolynomet av ordning 2 ges av 22% — 3z +4 och utvecklingen kan skrivas
o'+ 2% — 3z +4 =22 — 3xr + 4+ O0(2*).

Nu rdkar x3-termen saknas s vi skulle lika girna (béttre) kunna skriva O(z*). Vad hénder
nar vi soker en Taylorutveckling kring « = 17 Enklast ar ofta att lata ¢t + 1 = x eftersom vi
da har x nara ett nir ¢ nira noll. Alltsa,

gt +20% =3z +4=(t+ D) +2(t+1)* -3+ 1)+4
=144t +662 + 48 +t* + 2 + 2t +1) = 3(t + 1) + 4
=445t + 82 +O) =4 +5(x—1) +8(x —1)> + O((x — 1)%).

Hér kan vi inte skriva O((z — 1)*) eftersom det finns en #3-term. Det kan alltsd bli skillnad
beroende pa vilken punkt vi arbetar i (inte sa férvanande om vi ténker efter).

N

¢ Exempel

Taylorutveckla 1 + sin(z) kring z = g

T T
Vi later x =t + 5 Om z ar nara 5 sa ar ¢ nara 0. Vi Maclaurinutvecklar da

(z —7/2)*

2
g(t) =f (t + ﬂ) = 1-+sin (t + 72T> = 14cost = 2—7;+O(t4) —9_ .

) +O((a=m/2)"),

dér vi anvént den kdnda trigonometriska formeln sin(f + 7/2) = cost, t € R.

6 Tillampningar

En vanlig tillampning for Maclaurinutvecklingar ar berdkning av gransvarden.

5% Exempel

sin x

Berakna lim
z—0 g

Vi loser detta genom att Maclaurinutveckla sinz (se tidigare exempel):

: ] 5
812x:x (x /2+O($):1+O(m2)—>1, da z — 0.

Vi kan alltsa Maclaurinutveckla uttryck istéllet for att memorera standardgransvérden!
Nasta forelasning kommer att innehélla massvis med fler tillampningar!
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TATA42: Forelasning 2
Tillampningar av Maclaurinutvecklingar

Johan Thim*
29 mars 2017

1 Entydighet

Om vi har ett polynom som approximerar en snéll funktion bra, kan vi da vara sékra pa att
koefficienterna i polynomet ar Maclaurinkoefficienterna? Faktum &ar att vi faktiskt kan det!

>

e Entydighet
Om f #r (n + 1)-ganger kontinuerligt deriverbar, dvs f € C™*! och

f(x) = a9 + a1 + a2$2 + ...+ (ln]}n 4 O(In+1)

fM(0)

k!

sa ar ag = f(0) och a = for k=1,2,...,n.

Bevisskiss: Maclaurinutvecklingen finns, sa vi maste ha likheten

"0 () (0
ao+a1x+a2x2+---+anx”+0(m”+l) :f(0)+f’(0)x+f2_(')m2+...+f n'( )

Jin+0($n+l).

Med x = 0 far vi ap = f(0). Sen &r det lockande att derivera for att bestimma a;, men ordo-
termen dr obehaglig da den inte behover vara deriverbar. Men om vi utnyttjar att ag = f(0)
kan vi forkorta bort ett = 6verallt (dven i ordo-termen):

o 00

ay + axr + -+ ap,z"t + O(2") = £/(0) + 5 -

Alltsa ér a; = f'(0) och sa vidare. Vi landar till slut i att

_ f0)

a, + O(x) o

+ O(x),

dar vi kan lata z — 0.

*johan.thim@liu.se



2 Utvecklingar fran derivatan

Om man vet en utveckling for derivatan f’(z) kan man direkt hitta utvecklingen for f(x)
genom att betrakta integralkalkylens huvudsats:

fla) =10+ [ foar

N

¢ Exempel
Hérled Maclaurinutvecklingen for In(1 4 z).

1
Loésning. Lat f(z) = In(1+ ). Som bekant ges derivatan av f'(x) = . Vi kan utveckla

1+x
denna som (14 z)™":

1
—1— 2 .3 -1 n—1,n—1 )
— r+at—a+-+(=1)" 2" 4+ r(x)
Vi stannar pa n — 1 av en anledning. Eftersom f(0) =1In1 =0 sa ar
2 3 n T
In(1 + ) =0+x—x—+x——---+(—1)”—1x—+/ r(t) dt.
2 3 n 0

Resttermen da? I detta fall sa ser vi att Maclaurinpolynomet &r en geometrisk summa, sa

n .M

@)= s - L = - e — e

:1—|—x 1+2x

Alltsa blir (fér = > 0) |r(x)| < 2". Vi kan nu uppskatta integralen av feltermen. Om = > 0
giller att

T 4 T g anrl O .
[roal< [ =0l

n

eftersom 1 4+ 2z > 1. Ndr z < 0 maste vi minst kréva att —1 < & < 0 (varfér?). Men
vi kan gora det enklare for oss och helt enkelt anta att |z| < 1/2. Da ar 1 +x > 1/2

< 2. Liknande kalkyl som ovan ger oss O(x"*1). Detta krivde ganska precis

och
+x
kunskap om resttermen, men det gar att gora liknande argument dven nér vi inte har sa

enkla fall. Vi aterkommer till detta i nésta foreldsning.

3 Utvecklingar via ansatser

Om man studerar utvecklingarna for sinx och cosx ser man att den udda funktionen sin
endast har udda exponenter och att den jamna funktionen cos endast har jaimna exponenter.
Detta giller generellt for udda respektive jamna funktioner.

5% Exempel
Anvand utvecklingen for sinz for att finna Maclaurinpolynomet av ordning 4
for arcsin x.

Losning. Vi vet att arcsin(—xz) = — arcsin(x), sa arcsin dr udda. Det innebér alltsa att arcsin x =
ar + asx® + O(x5). Vi soker a; och as. Nu vet vi att sinarcsinz = z for —1 < x < 1 och

2



eftersom sinx = x + 2%/6 + O(2°) maste da

(@17 + azx® + O(2%))3

G + O((a1x + azz® + O(2”))°) = .

a1 x + azz® + O(x°) —

Vansterledet kan vi skriva om som

3

@z + <a3 - %) z° + O(z°)

och for att detta ska vara lika med hogerledet  maste alltsa a; = 1 och az — a$/6 = 0. Med

andra ord erhaller vi att
3
T
arcsinz = x + - +O(z°).

Kontrollera detta genom att derivera f(z) = arcsinx direkt!

4 Gransvarden

En vanlig tillampning fér Maclaurinutvecklingar dr berdkning av gransvérden.

5% Exempel
. . cosxz — 1+ 22
Berédkna lim .

x—0 ;(;2

Vi loser detta genom att Maclaurinutveckla cos z och /1 + x2:

cosx —V1+a2 1—2%/24+0(z") — (1+2%/2+ O(z?))
2 B x?

2(_ 2
_— ( 1;_20(:6 ) =—-14+0(2*) — —1, da z — 0.

Vi kan alltsa Maclaurinutveckla uttryck istéllet for att memorera massvis med standard-
gransvirden! Ofta dr det ocksa nagon slags kancellation inblandad. Utvecklingar kan vara
ett bra sétt att plocka bort beteende som ér likadant i summor.

5% Exempel

: o . xTCcosT —sinw
Finn gransvardet lim ——
z—0 In(1 + z3)

Vi l6ser problemet analogt med féregaende kalkyl:

.7:3 $3
. xcosy—siny . TT 2T (‘T—§> +0(°) —L23 + O(2°)
lim ——— = lim =lim 32—~
=0 In(14 23) z—0 3 4+ O(x9) =0 23 + O(a)
. —3+0(a?) 1
=lim —2*>———-- = ——.
z—0 ] —+ O(J]g) 3



5% Exempel

: N : . arctansin®z — tan x?
Finn griansvirdet (om det existerar) hH(l] TIn(1 1 22)
z— z?1n x

2

Losning. Lat t = sin®z. D4 ar

3 2 27
t= (as—y—i—O(xS)) :$2+?+O(1’6)

och darmed ar

2% 24
arctant =t + O(t*) = 2° + % +0(2°) + O ((z* + O(z"))*) = 2* + % + O(z%).
Vidare ar
tanz® = 2% + O(z2°)

och
22 In(1 + 2?) = 22(2® + O(2*)) = 2* + O(2°).
Vi har alltsa
arctansin®z — tanz?  2” + 222408 240 2

1
22 In(1 + 22?) B zt 4+ O(2%) 1+ 0(2?) TS

5 Gransvarden mot odndligheten

Vi behover i fallet nér vi soker ett griansvirde mot odndligheten infora en ny variabel som gar
mot noll da z — oo. Den vanligaste tekniken vi anvénder ar att bryta ut det som dominerar
ur varje term och da fa saker kvar som gar mot noll. Dessa saker brukar ge lamplig ny
variabel.

N

¢ Exempel

Réakna ut gransvirdet lim <{4/x2 +at—V1i+a+ x2>.

T—00

Losning. Vi forsoker bryta ut det som dominerar i varje term. I den forsta ér det z*-termen
och i den andra x*-termen. Saledes har vi

Va2 + ot — V1 +z+ 22 = |z f/i+1—\/i+l+1
2 2
1 1 1/1 1 1 1\?
:"7"'(”@”(@‘(”5<WE)+O<(W5))))

1 1 1
=—+0(—-) = —=, dax — o0
2 x 2

1

1
Hér har vi anvént ¢ = — och s = — + — som nya variabler.
x x x

4



6 Asymptoter

N

5% Exempel
Visa att /1 — 2x + 422 har en asymptot da = — oo.

Losning. Vi visar detta genom att finna asymptoten (om den finns). Mot oéndligheten &r
det 2%-termen som dominerar i kvadratroten, s& vi bérjar med att bryta ut denna

1 1
T X

1 1
Eftersom x — oo kan vi anta att |x| = z. Lat nu t = w2 o Da galler att t — 0
x
da x — oo. Eftersom

1
\/1+t:1+§t+0(t2)

ser vi nu att
1/ 1 1 1 1)? 1 1
V-2 44?2 =22 (14— — — — =27 — = ~.
vhart =2+l o ) PO e o v-5 0\
Observera héar att
1 1)\? 1 2 1 1
O —_——— =0 -+t — | =0|(—=
((4x2 2:5)) (16:104 83:3+4552) (.1'2)

sa termer innehallande z2 férsvinner in i denna. Vi har nu visat att det finns en asymp-
tot 2z — 1/2 da x — oo eftersom O(1/x) — 0 da x — oo.

7 Extrempunkter

En Maclaurinutveckling beskriver hur en funktion beter sig lokalt néra origo. Alltsa borde
denna information kunna anvéndas for att underscka om det finns ett lokalt max eller min i
origo. Sjalvklart borde samma sak kunna goras i andra punkter genom att anvénda lamplig
Taylorutveckling i stéllet. Vi betraktar ett par exempel.

N

5% Exempel

Avgor om e har en lokal extrempunkt i origo och avgor om sa ar fallet vilken

x
karaktar punkten har.

Losning. Vi Maclaurinutvecklar sin x och finner da att

sin x? 1
-1 = HNo1_22(= 2.
. 6+O(:c) T (6+O(x))

1
Nér x ar nédra 0 ser vi att uttrycket i parentesen ar ~ —. Funktionsvéardet i x = 0 &r 1 och om

vi flyttar oss lite fran x = 0 sa ar funktionsvardet strikt mindre &n ett. Detta ar definitionen
av ett lokalt maximum!



5% Exempel
Avgér om 2 + x exp(z®) — tan x har en lokal extrempunkt i origo och avgér om sa #r
fallet vilken karaktédr punkten har.

Losning. Vi utvecklar uttrycket:
3
2+ zexp(z?) —tanz =2+ z (1 + 2% 4+ O(z*)) — (x + % + O(x5))

3
X
:2+x3+§+0(x5)

=2+ (% +O(a:2)> :

Hér ser vi att uttrycket &r storre &n 2 nér > 0 (men néra noll) och mindre &n 2 nér x < 0
(men nira noll) eftersom z? viixlar tecken. Detta #r saledes varken en max- eller minpunkt.

Ar detta en sa kallad terasspunkt?



TATA42: Forelasning 3
Restterm pa Lagranges form

Johan Thim*
10 januari 2017

1 Lagranges form for resttermen

Vi har tidigare anvént resttermen pa ordo-form med goda resultat. Oftast i samband med
gransvirden, extrempunktsundersokningar eller andra lokala egenskaper. Vad kan man gora
om man vill ha ett resultat som géller globalt, eller atminstone pa ett férutbestamt intervall
kring en punkt? Vi behéver alltsa en mer precis kontroll pa hur resttermen (dvs felet i

utvecklingen) beter sig.

@ Lagranges form
Om f € C™! niira x = 0 sa kan resttermen r(z) i Maclaurinutvecklingen av ordning n

for f skrivas

f(e)
= mx”“ for nagot £ mellan 0 och z for varje fixt x néra origo.
n !

r(z)

Bevis. Kom ihag fran foreldsning 1 att

r(z) = /0 T o 4 g,

n!

Eftersom (z—t)" > 0 for ¢ mellan 0 och 2, samt att bade (z—t)" och f™*+1(#) &r kontinuerliga,
kan vi anvéinda medelvirdessatsen for integraler som sédger att det for varje = finns ett tal £

mellan 0 och z sa att
x—t)"

@)= 1) [

. f(nJrl) (5) xn—}—l
 (n+1)! ’

(z — )" r

= 100 |

|
n. 0

vilket ar precis vad vi vill visa!

*johan.thim@liu.se



' /A "Funktionen” ¢

Observera att detta dr punktvis. For varje fixt « har vi resttermen pa denna form. Talet £
beror alltsa pa vilket viarde x har och bor déarfor egentligen betraktas som en funktion &(x)
av . Detta kan stélla till det om man inte ar forsiktig. Pa det sittet vi kommer att anvinda
Lagranges form kommer vi dock inte att paverkas da vi hela tiden kommer jobba med sa
kallade likformiga uppskattningar (som géller for alla virden i nagot fixt intervall for den
variabel vi betraktar). Ddaremot kan funktionen £(x) potentiellt vara ordentligt elak (vi vet
inte hur den ser ut eftersom den definieras via medelvérdessatsen for varje x). Det gar alltsa
inte att derivera resttermen r(z) pa Lagranges form hur som helst och &ven integration
bor utforas forsiktigt dér man helst uppskattat bort allt £-innehall innan nagon integral
dyker upp.

Ibland skriver man & = Oz, dir 0 € [0, 1] for att markera att £ beror pa x. Observera hér
att dven 6 varierar nir vi &ndrar x, men ar begrédnsad mellan 0 och 1.

Lat oss betrakta ett exempel.

5% Exempel

Lat f(z) = (1 + x)°. Vi vet fran binomialsatsen precis hur detta ser ut (Pascals triangel
och sa vidare). Alltsa,

f(z) = 1+ 5z + 102* + 102> + 5z* + 2°
for alla z. Lat oss utveckla f till ordning 3. Da &r
f(z) =1+ 5z + 102% + 102> + r(z)
s _ 9
dér r(z) = i

Detta ir klart eftersom vi vet att r(z) = 5% + 2% och det 4r det enda sittet dessa tva
uttryck kan matchas pa:

fAE) 4 _ g 4, 5
1 =51 +1° & m

zt. Det &r tydligt att vi maste dndra & beroende pa hur vi viljer z.

@
0 s, o BE+5=5+1 © 5:%

om x # 0 da f® (&) = 120 + 120, vilket ger ett ¢ som beror pa z (linjért till och med!). I
det generella fallet beror sa klart inte £ sa enkelt pa z, men exemplet visar att ett beroende
ganska direkt uppstar.

FD(E)

1) (x — a)"Jrl dar &

For motsvarande Taylorutveckling kan resttermen skrivas r(x) =
ligger mellan = och a (och x néra a ar fixt).
2 Tillampningar

Sa vad kan vi anvénda detta till? I princip de situationer da vi inte enbart dr intresserade av
vad som hiander (vildigt) nédra en viss punkt. Allt fran att visa att en viss Maclaurinutveckling
konvergerar pa nagot intervall da vi fortsatter mot oéndligheten med antalet termer till att vi

2




kanske mer precist vill uppskatta en integral dar vi inte kénner till nagon elementér primitiv
funktion. Vi fortsdtter nu alltsa med en rad exempel pa hur vi kan anvénda oss av Lagranges
form pa resttermen. Forst sammanfattar vi stegen som ofta ingar i anviandandet av Lagranges
restterm.

Ve Vanliga tekniker
e [ allménhet gor vi ett byte forst och utvecklar en standardutveckling och sen pluggar
in den gamla variabeln i resttermen for den enkla utvidgningen. Se till att halla koll
hér pa vart € ligger.

e Forsok fa en uppfattning om storleksordningen pa r(x) for olika n. Hur stort n kravs?
Ar det 6verhuvudtaget mojligt?

e Rikna ut derivatan f. Tips kan fas fran hur Maclaurinutvecklingen ser ut (men
den réacker inte!).

e Uppskatta resttermen sa att vi far bort £. Utga fran det vérsta som dr mojligt pa
det intervall vi arbetar.

Lat oss rdkna nagra exempel for att fortydliga.

L

¢ Exempel

Skriv upp resttermen r(x) pa Lagranges form for utvecklingen av ordning 7 for 5 2
x

Losning. Lat g(t) = (1 +¢)~'. Vi betraktar
gt) =1+t =1—t+2 =13+ r(t),

(4)
darr(t) = 94—'(5)# med £ mellan 0 och ¢. Varfor stannar vi vid n = 37 Jo, vi kommer ersétta ¢
' 24
med 2%, sa da far vi med allt upp till ordning 7 (och lite till). Eftersom g™ (t) = Tk

(detta maste rdknas ut) sa har vi alltsa
24

r(t) = ——F5=

O=aarer

Varfor inte skriva 0 < ¢ < ¢7 Faktum &ar att vi inte vet om ¢ ar positiv eller negativt sa da

behovs lite belopp hér och dar for att vara sékra. Enklare att uttrycka saken med ord! Vi
atergar till x:
1 12

1
o5 = 1—2° 4+ 25— 2"+ mx ., for nagot ¢ mellan 0 och 2.
Observera att kravet pa £ nu dndrats till motsvarande krav for x. Detta dr viktigt! Vi kan

1
ocksa jamfora med att direktutveckla f(x) = = Da blir
x

t*, for nagot & mellan 0 och t.

8 5 2
F () = 1044 — " 1044 — " 1360 —
(1+23) (1+ 23) (1+ 23)

Hér ar det lite bokigare att gora uppskattningar.



5% Exempel

8\’ 1
< <§> |z|'2 for |z| < 3

- 1 3., 6 9
Vlsaatt‘l_i_xg—(l—x + z° — z°)

Losning. Det enda som blir kvar inne i absolutbeloppet &r resttermen vi tog fram i forega-

1 1 1 1
ende exempel. Eftersom |z| < 3 ar —3 <a2? < 3 Dablir14+&>1-— 3 eftersom ¢ ligger

mellan 0 och 3. Alltsa blir
5
< b® (§ 2"
DR

8

1
‘ 12

(1+¢)°

Hér var det alltsa viktigt vilka véarden £ kan antal

2.1 Uppskattningar av funktionsvirden

Typiskt skulle man kunna vilja veta approximativ vilket virde en given funktion har i en viss
punkt x = a. Ett sétt ar att approximera funktionen med dess Maclaurinpolynom, som gar
latt att rdkna ut numeriskt i en viss punkt (till exempel = a). Felet i denna uppskattning
maste dock vara under kontroll, sa vi behdver anvinda Lagranges restterm med z = a och
se hur stort detta blir.

N

¢ Exempel

1
Uppskatta talet cos 7 med ett fel < 1076,

Losning. Vi vet att

2 2n
cosw =1— % 4t (—1)”(gn>! + (—1)”“%#””, for nagot ¢ mellan 0 och .
Resten kan vi uppskatta (for x = 1/4) med
(—1)”“&:62”*2 eftersom |cos¢| <1
(2n +2)! = 42+2(2n + 2)! -

Vi kan nu testa n for att se nir detta blir < 1075, Vi ser att n = 1 inte duger men med n = 2
erhaller vi

1 1 1
— < =0.5-1075.
AA2(4 4 2)1 21261 4000 - 500
Alltsa ar . . )
S —l-—— 4+ 4R
57 32 " 61aa
dir |R| < 107S.



¢ Exempel
Uppskatta v/3 med ett fel < 1073,

Losning. Att forsoka utveckla v/3 = /1 + 2 visar sig vildigt svart da @ = 2 &r for stort. Vi
N : 3-25-81 .
forsoker skriva om 3 = ——————, och ser da att

25-81

9 /75 9 6
= — _— = = 1 _——
V3 ovVeEelL 5 81’

vilket verkar mer lovande. Vad vi gjort ar att vi forlangt 3:an med en kvadrat och sen
introducerat en annan kvadrat av ungefir samma storlek. Pa sa sétt far vi nagot néra ett
inne i roten nér vi bryter ut jaimna kvadrater. Vi utvecklar /1 + x:

2 3(1 —5/2
vVitao= (1+%—%+%x3>,

dér ¢ ligger mellan 0 och x (och vart * = —6/81). Vi uppskattar resttermen (for hela
utvecklingen) for att se om detta ricker:

9|*
= 5-16(1 4 €)%/2

%(14—6)‘W2x3

9
5 3!

Eftersom ¢ ligger mellan 0 och x = —6/81 blir ndmnaren som vérst 1 —6/81 = 75/81. Vi
kan da uppskatta att

neers _) (_f) () - (2)

3
dér vi utnyttjat att v/3 > 7 Nu kan vi uppskatta resttermen med

9-63-6° 16

< <1073,

= < —
5-813-16-5° 9-56 ~ 56 1002

9 3 36 1403
3=-(1-2— R=—2"4R
V3 ( 81 8-812)+ ST

Alltsa har vi

dar |R| < 107°.

2.2 Integralkalkyl

Man kan dven hitta approximativa varden for numeriska integraler. Detta astadkoms genom
att man approximerar integranden med dess Maclaurinpolynom. Problemet ligger i att vi
behover ha kontroll 6ver hur resttermen beter sig 6ver hela integrationsomradet. Det réacker
alltsa inte med resttermen pa ordo-form, utan vi behéver anvénda oss av Lagranges restterm.



572 Exempel

1/8
Berdkna approximativt / V1 + 423 dz med ett fel som dr < 1077,
0

Losning. Vi utvecklar integranden och later ¢ = 423
1 1 . , )
VItdsd =1+ =1+ §t - th +r(t) =1+ 22° — 22° + r(42?),
ORI

dér r(t) = Tt3 for nagot ¢ mellan noll och ¢. Vi uppskattar r(4z3) genom

3
3 3\3 _ 4.9
Ir(42”)| < 8.3!(43: ) =4z
eftersom 1 + & > 1 da € ligger mellan 0 och 2% samt x > 0. Alltsa ar

1/8 o 27 1/8 1/8 ‘
/ V1+4xddr = {a: + 5 27] + / r(42®) dx
0 0 0

1 1 1 /1/8
= — 4 — —— + r(42°) d,
23 213 7 . 220 0

1/8 2 1 1
9 _ 1011/8 -
§4/0 xdx—g[w }o S810_230'

1/8
/ r(42?) dw
0

Eftersom 230 = 10243 > 10° sa &r felet < 107°.

2.3 Konvergens?

/N Konvergens av utvecklingar
Ibland kan man hamna i urartade situationer. Ta till exempel féljande funktion:

e, 0,
o={o "

Denna funktion r intressant da f™(0) = 0 for varje positivt heltal n (visa det). Alltsa &r
alla Maclaurinkoefficienter lika med noll och alla Maclaurinpolynom p,(x) = 0 for alla z.
Man kan ténka sig att detta aldrig kan vara en bra approximation, men lat oss rita hur f
ser ut:




Verkar inte helt galet anda! Tydligt att approximationen inte fungerar nér vi flyttar oss for
langt fran origo, men detta hénder da och da. Daremot &r detta ett exempel pa en funktion
dér alla termer stdmmer 6verens med Maclaurinpolynomet, men dven om man tar med
odndligt manga termer blir det bara likhet i en enda punkt (z = 0). Vi aterkommer till
problemet att hitta konvergensomraden senare (potensserier).







TATA42: Foreldsning 4
Generaliserade integraler

Johan Thim*
29 mars 2017

Vi har stott pa begreppet tidigare nér vi diskuterat Riemannintegraler i foregaende kurs.
Denna gang kommer vi lite mer att fokusera pa fragan om en integral konvergerar eller
divergerar. Inte lika mycket pa vad det exakta vérdet blir. Lat oss borja med att definiera
vad vi menar med en generaliserad integral.

Definition. Lat f vara kontinuerlig pa |a, b[. En integral

/a  fx) da

sidges vara generaliserad i @ om a = —oo eller om f(x) dr obegrinsad da z — a™, samt
generaliserad i b om b = oo eller om f(x) ar obegrdnsad da x — b~.

Vi séger helt enkelt att en integral ar generaliserad i en punkt om det uppstar problem med
begrénsningen i punkten. Notera att kravet pa att f &r kontinuerlig pa |a, b] &r starkare &n
nodvéndigt. Vi skulle kunna néja oss med att kréva att f dr Riemannintegrabel pa |a, b|
(eller mer korrekt pa alla slutna delintervall av |a, b[).

N

57 Exempel

0

< 1
Integralen / T2 dx ar generaliserad i 400 och integralen / dr ar gene-
0 x

1
~oo /2]

raliserad 1 bade —oo och 1 0.

Sa hur menar vi da att vi ska hantera generaliserade integraler?

Definition. Om f &r kontinuerlig pa |a, b| sa definierar vi den generaliserade integralen
enligt

b G t
/ f(z)dx = lim / f(z)dx+ lim [ f(z)dz

s—at t—=b= J.

om bada gransvirdena existerar dndligt (oberoende av varandra). Har &r ¢ nagot tal
sa att a < c < b.

Man kan ganska enkelt visa att valet av ¢ inte paverkar resultatet (varfor?). Vi tar med bada
potentiellt generaliserade punkterna pa en gang, men i fallet att integralen inte ar generali-
serad sammanfaller grinsvirdet med den klassiska definitionen pa Riemannintegralen. Detta
ligger ocksa till grund for foljande sats.

*johan.thim@liu.se



@ Linjaritet
b b
Sats. Om [ f(z)dz och / g(x) dz existerar (som #ndliga grénsvirden) sa géller

a
for konstanter ¢; och ¢, att

/ab(clf(:t) + c2g(z)) dz = ¢ /ab f(x)dz + ¢, /abg(;,;) de.

Nér vi séger att en generaliserad integral existerar anvénder vi ibland begreppet konvergent.

Definition. Om den generaliserade integralen existerar kallar vi den for konvergent. 1
de fall dér nagot av grénsvérdena inte existerar kallar vi integralen for divergent.

Virt att notera ér att en "vanlig” Riemann-integral av en Riemannintegrabel funktion pa ett
intervall [a, b] sjilvklart dr konvergent.

5% Exempel
<1
Undersok om (den generaliserade) integralen / NG dz ar konvergent.
. 7

Losning. Vi borjar med att skissa den area vi kan tolka integralen som.

Y

Integralen dr generaliserad i bade x = 0 och i co. Vi behover alltsa gora tva undersckningar.
Vi borjar med 0 och véljer ¢ = 1:

1
1
/a ﬁdx—[Q\/ﬂi—Q—2\/5—>2, daa — 0%,

Mot a = 0 gar det alltsa att definiera integralen. Vad hiander i b = 0o? Vi undersoker:

b
1 b
—dx = |2 =2Vb—2 da b :
/1\/Ex [\/E]l Vb — 00, ab— oo



Alltsa divergerar / ——dz och da &r &ven hela integralen i fragan divergent. Det récker
x

1
alltsa i det hér fallet att undersoka den andra biten eftersom den &r divergent. Har man en
aning om att nagot ar divergent bor man boérja med den delen.

N

5% Exempel

(0.0}
Undersok om / cosx dx ar konvergent.
0

Losning. Vi vet hur cosinus ser ut och det &r endast i b = oo integralen &r generaliserad.
Utan att tédnka sa mycket kan vi direkt fran definitionen testa:

b
/ cosxdr = [sinz]) =sinb — ?, dab— oo.
0

Grénsvirdet saknas alltsa i detta fall i stéllet for att bli odndligt stort. Integralen divergerar
anda.

8\ Mer villkorlig konvergens; symmetri

Hér kan man kanske fundera lite 6ver hur arean &r fordelad. Cosinus ér en periodisk
funktion som befinner sig lika mycket ovanfér z-axeln som under, borde da inte den
positiva och negativa arean ta ut varandra och integralen bli noll? Svaret dr "mjaa..”
Enligt definitionen ovan sa &r integralen divergent. Inga tveksamheter alls. Divergent.
Vill vi att svaret ska bli noll (pga av area-argumentet) maste vi definiera begreppet
konvergent integral pa nagot annat sitt. Detta kan goras och man pratar da om (dnnu
mer) villkorligt konvergenta integraler. Cauchys principalviarde ar ett exempel som
anvénds pa intervall symmetriska kring x = 0:

. /_if(x)czgg:egr(])n+ (/_:f(x) dx+/€af(x) dx).

Detta gransvirde kan existera dven da integralen inte dr konvergent som vi definierat
det tidigare. Betrakta exempelvis f(z) = 1/ for x # 0.

For att ta bort dessa avarter av mojlig konvergens introducerar vi begreppet absolutkonver-
gens.

W’ Absolutkonvergens

b b
Definition. Om / |f(z)] dx < oo kallar vi / f(z) dx for absolutkonvergent.

Flera saker bor kommenteras angaende denna definition. Vi summerar lite viktiga fakta.



>

E

b b
(i) Om / |f(z)|dzr < oo sa &r / f(z) dz konvergent.

/a b f(z) dx

(iii) Om f(x) > 0 for a < o < b sa existerar alltid gransvardena lim / f(x)dx

s—at

b b
(ii)) Om / f(z) dx &r absolutkonvergent géller < / |f(x)|dx.

t

och lirgl f(z) dz om vi tillater resultatet oco.
t—=b= J.

(iv) Speciellt géller foregaende for | f(z)].

Vi 6verlamnar till boken att bevisa pastaendena

4

b b
Definition. Om f > 0 och / f(z)dz ar divergent skriver vi / f(z)dx = oc.

Detta betyder inte att integralen &r konvergent, utan bara ett kortare sétt att ange att
integralen av en icke-negativ funktion divergerar. Vi kan inte skriva pa detta sétt om in-
te f(x) > 0 (ténk till exempel pa exemplet med f(x) = cosz vi sag tidigare).

5% Exempel

* sinx
Visa att / dx &r konvergent.
1 x

Losning. Tricket dr att partialintegrera:

b b
L B b CcoS T
/ x lsinzdr = [—x 1COSJ}]1—/ 5 dz.
1 1

T

Integralen i hogerledet &ar absolutkonvergent eftersom

b b b
1
/ Cozx‘dxg/—zdx:[—l] :1—1—>1
b
1 1

x x T,
. o . coS
da b — oo. Alltsa ar integralen vi startade med konvergent eftersom —— — cos1 — —cos 1

da b — oo. Man kan ocksa visa att integralen inte dr absolutkonvergent (man blir da tvungen
att analysera lite noggrannare hur x!|sin x| ser ut for 1 < z < c0).

cos T
22
anviandbar jamforelseprincip. Lat oss formulera den mer generellt.

Tekniken som anvands ovan for att konstatera att

ar absolutkonvergent &r en mycket

4



i

b b
Sats. Om 0 < f(z) < g(x) for a < z < b sa géller / fz)de < / g(x) dx. Speciellt

b
géller att om / x) dx &r konvergent sa &r dven / f(z) dz konvergent.

N

¢ Exempel

3

.. |
Ar / i konvergent?
1

Losning. Vi vet fran grundkursen att Inx < x — 1 for x > 1, sa Inx < x &r ocksa sant

for x > 1. Saledes maste
<1 >~ 1
/ ﬂ dr < / - dr < oo
T 1 T
b

1

eftersom / —dr=1- 7 — 1 da b — oo. Vi har nu enligt jamforelsesatsen ovan visat att
x

integralen 1 fraga ar konvergent.

N

572 Exempel

Avgor om / P 2$2 ———— dx ar konvergent.

Losning. Vi ser att

3/ 3 1 3

- - . <
r+222  Jr+2zyr Jr 14227 Jx

1
eftersom 1+ 2z > 1. Da vi vet att / T dx &r konvergent och / —dx = 3/ —dx sa
0 VT
3Vx

1
foljer det av foregaende sats att / ———— dx &r konvergent. Ofta skriver vi detta lite mer
0 T

+ 222
kompakt (och slarvigt) som

1
/0 a:+2ac2 /—dm<oo

. "1
eftersom vi vet att —dx < 0.
0

VT

(%

Vi jamfor ofta med uttryck av formen x~¢, sa foljande exempel &r bra att komma ihag.

5



N

57 Vanliga jamforelsefunktioner
Foljande pastaenden géller:

1
1

(i) / — dx < oo om och endast om « < 1;
o ¢

<1
(ii) / — dx < oo om och endast om « > 1.
1 T

Beviset av pastaendena ovan handlar bara om att rikna ut integralerna. Vi ser att om « # 1:

—dx =

xOc

1 1 [xla :| 1 1 CLlfcvz 1

_>
l—« l—« l—« l—«

a a

da a — 0 om och endast om @ < 1. Om « > 1 blir den andra termen oédndlig. Vad hénder
da nédr o = 17 Vi undersoker:

1
1

/—dx:[ln|w]]i:—lna—>oo daa— 0"
e T

Integralen &r alltsa inte konvergent i detta fall.

o
Fallen for / — dz hanteras pa samma sétt. Kortfattat ser vi att
. T

—dr =

1z

b 1 xl—a b bl—a_l -1
1l—a

_>
1 11—« 1l —«

om och endast om a > 1. Om « = 1 blir det en logaritm analogt med ovan:

b

1
/—dx:[ln|x\]li:1nb—>oo da b — oo.
L@

57 Exempel

>~ 3
Integralen / L dx ar divergent eftersom
1 T+ 2

* 3V > 3 /°° 1
———dzr = dr > — dx = 0.
/1 T +2Vx  VaE(l+2/Vr) o T Ve
Olikheten foljer fran att 1+ 2/y/x <3 da z > 1.

Man kan dven ndja sig med att underscka hur funktionerna beter sig lokalt kring de genera-
liserade punkterna. Mer precist kan vi gora foljande.

6



i

Sats. Lat f och g vara kontinuerliga funktioner sadana att f(x) > 0 och g(x) > 0,
b b
eller f(xz) <0 och g(z) <0, pa Ja,b[. Om / f(z) dx och / g(x) dx ar generaliserade

endast i z = b och

0 < lim M < 00,
z—=b- ()

sa dr endera bada integralerna konvergenta eller sa ar bada divergenta.

Det faktum att gréansvirdet existerar (mojligen lika med oo) foljer for att det dr icke-negativa
funktioner vi arbetar med (eller mer korrekt att funktionerna inte véxlar tecken). Att vi
kréver att gransvirdet for kvoten f/g ligger strikt mellan 0 och oo innebér att f och g
beter sig ungefar likadant nir vi ndrmar oss b. Da forefaller det rimligt att bada integralerna
endera konvergerar eller divergerar. Ett noggrannare bevis aterfinnes i boken.

Pa samma sétt kan vi gora om integralerna endast ar generaliserade i x = a. Om sa ér fallet
och

[ (=)

0< lim —% <>
z—at g(T)

sa ar endera bada integralerna konvergenta eller divergenta.

N

57 Exempel

1
Avgor om / 1/ v sm —— dx ar konvergent.
NG

Loésning. Eftersom z > 0 vet vi att e'/* > 1 sa den forsta faktorn i integranden #r negativ

1
medan for stora  kommer sin —= att vara positiv. Vi Maclaurinutvecklar (i variabeln t = 1/x
T

respektive s = 1/4/x) och ser att

e 1120 (2)) (o ()

i 0(mm)

Vi jamfor med — som &dr negativ (men sa linge f och g har samma tecken gar allt bra i

1
13/2
satsen ovan) och ser att

(1 — el/x) sin =
VT .
YT 1+O($)—>1, da x — o0

37 dx konvergerar. Svaret
x

ar alltsa konvergent eftersom den sista integralen &r ként konvergent (se jamforelsefunktio-
nerna ovan).

och saledes konvergerar integralen i fraga om och endast om /



N

57 Exempel

In(1
Avgor om / ul +\/_ dz &r konvergent.

Losning. Eftersom z > 0 vet vi att In(1 4+ y/z) > 0 sa integranden &r positiv. Integralen &r
generaliserad i = 0 sa vi Maclaurinutvecklar for att se hur beteendet ser ut:

1n(1+\/5)\/5+0(x)1+0( 1 )

N NG

Det dominerande beteendet ges alltsa av 1/ sa vi jamfor med denna funktion:

In(1 + )

- ] +
v 1—1+O(\/§)—>1, dax—0".

Saledes &r integralen i fraga konvergent om och endast om / —dx ar konvergent. Vi vet

1
In(1
att denna integral &r divergent sa / M

0 T\/T

Ett lite svarare exampel? Har kommer en gammal uppgift-5 fran en tenta.

dz ar divergent.

0 7

5% Exempel

x

oo Sin (%) arctan x
dx? Motivera noggrant.

Konvergerar integralen /
0 zy/In(1 + x)

Losning. Eftersom integralen &ér generaliserad bade i 0 och co sa delar vi upp i tva delar:

1 sin ( I) arctan x oo Sin ( ) arctan x
/ Ve dr + / v dz
0 0 x

In(1+ z) In(1+ x)

Vi borjar med att undersoka integralen pa [0, 1]. For x €]0, 1] géller att

Sln(\f) arctan x - 1 arctanzx 1
n(l+az) |~ Vo @ r (1 +x)

Nu vet vi att 2 !arctanz — 1 och 7 'In(1+z) - 1 dax — 0, sa

arctan x 1
lim =1
z—0+ €T 1 ln(l + x)
Lat drfor g(z) — —— och f(z) = g(z) 02 ! for 2> 0. Dadir f,g >0
at darfor g(x) = — oc x) = g(x or x .Daéar f,g >
g NI g x =1 In(1 + x) I
for x > 0 och bade f och g &ar kontinuerliga for x > 0. Vidare visade vi ovan att
@) —1€]0,00[da z — 0T,
g(x)



sa enligt jamforelsesatsen pa grinsvardesform foljer det att

1 sin (\%) arctan x
d
/0 zy/In(1 + ) !

1
1
kommer vara absolutkonvergent eftersom vi vet att / —dzr < 0.
0

NZS

Vi undersoker nu integralen pa [1, co[. Vi skriver

sin () arctana (& +0 () ) arctans
T) = -
/@) zy/In(1 + ) xy/In(1 + x)
(140 () e
- —— | ) arctan x
xy/2/In(1 + x) 3/
1

sa vi later g(z) = for x > 0. Da giller att

23/2,/In(1 + x)

flx) _ 1 T
o) - 14+ 0 572 arctanx—>2,dax—>oo.

Eftersom f och g #r kontinuerliga och icke-negativa pa |1, co[ samt att gréansvérdet mot oo

for f/g ar g €]0, oo[ sa foljer det fran jamforelsesatsen pa gransvirdesform att / f(z)dx
1

oo
ar konvergent om och endast om / g(x) dx ar konvergent. Vi undersoker denna integral:
1

&0 1 1 > 1
dz < / dz
/1 23/2/In(1+2z) ~ VIn2J); 32
eftersom In(1 + x) > In2 for = > 1. Den sista integralen &r kéind som konvergent (o = 3/2

ar storre an 1).

Svar. Konvergent!

Uppgifter av typen ovan brukar vara trakig ldsning vid réttning. Det &r missuppfattningar
om vad som ar forutsattningar och foljder, slarv med att precisera att krav ar uppfyllda samt
missforstand om vad jamforelsesatserna egentligen séager. Ett forslag pa 16sningsgang nér det
galler jamforelsesatsen pa gransvardesform foljer.

9



Forslag pa 16sningsgang
. Dela upp integralen sa att varje delintegral ar generaliserad i hogst en punkt.
Betrakta sedan en integral i taget.

b
. Antag att f(x) dx endast &r generaliserad i x = a. Identifiera hur integranden

beter sig nidra z = a (den punkt integralen &r generaliserad i). Anvind Maclau-
rinutvecklingar, uppskattningar eller gissningar. Vi ska visa i nésta steg att valet
ar vettigt.

. Konstatera att f(x) inte haller pa att véxla tecken nira x = a.

. Antag att vi tycker f(z) beter sig som g(x) ndr z =~ a. Typiskt har &r att vi
skriver f(x) = /() /()

——g(x). Vi visar sen att om lim ——= = Lsaska 0 < L < oo
glx z—at g(T

gilla (om f(x) dr positiv ndra = a). Blir L = 0 har vi valt g(z) sa att g(z) véxer
betydligt snabbare &n f(z). Far vi L = oo sa vixer g(x) alldeles for langsamt.
Det ar alltsa viktigt att konstatera att 0 < L < oo.

b
. Avgor konvergens for I = g(x) dx. Om integralen blir for komplicerad kanske

a
det finns béttre val for g(x). Konstatera om integralen ar konvergent eller diver-
gent.

. Hanvisa till jamforelsesatsen pa gransviardesform och dra slutsatsen
b

b
att / f(z)dx &r konvergent precis da / g(z)dx &r konvergent (vilket vi

a
precis undersokte).

10




TATA42: Foreldsning 5

Serier ("generaliserade summor”)

Johan Thim*

10 januari 2017

En funktion s: N — R brukar kallas talféljd, och vi skriver ofta s, i stéllet for s(n). Detta
innebér alltsa att for varje heltal n > 0 sa ar s, nagot reellt tal. Andra beteckningar finns,
till exempel anvinds ofta s[n| for att markera att det handlar om den diskret funktion (dvs
en talfljd). Det &r inget speciellt med N mer &n att vi maste borja nagonstans och fortsitta
till odndligheten. Vi kan lika girna ténka oss en talfoljd s, dar n = —4,—3,—2,.... Eller s,
diar n =0,2,4,6,... och sa vidare.

-@’- Exempel
(i) s, =3",n=0,1,2,...,dvs 5o = 1, 51 = 3, 55 = 3% och sa vidare.
1
(ii) s, = o = 4,5,6,..., dvs sg =1/16, s; = 1/32, sy = 1/64 och sa vidare.

Speciellt dr vi intresserade av summor av talféljder. Om a; &r en talfoljd kan vi lata

n

sn:a1+a2+"'+an:§ ag,
k=0

nagot vi stott pa vid manga tillfillen tidigare. Exempelvis som geometriska summor. Vi
skapar alltsa en ny talfoljd s,, n =1,2,3,..., fran talféljden ay, k =1,2,3, ...

ROR Exempel

Exempelvis aj, = 37% ger

w 3—(n+1)_1 3 1
_ -k __ _ _
sn—g 37" = TE— —5(1 3n+1>, n=20,1,2,3,...
k=0

*johan.thim@liu.se



1 Numeriska serier

Det som &ar nytt nu ar att vi tdnker lata n — oo. Fragan uppstar da hur vi ska tolka

"summan” med oadndligt manga termer. Lat oss kalla griansvirdet s sa att s = lim s, i de
n—oo

fall da detta grénsvirde existerar, vilket forefaller vara en naturlig definition (jamfor med de
generaliserade integralerna). I exemplet ovan ser vi att

1
s:limsn:lim§<1— >:g

n—00 n—oo 2 3"+1

Definition. Om a;, £k =0,1,2,... ar en talfoljd definierar vi serien s enligt
s=) o =lm ) a
k=0 k=0

n o
i de fall da detta griansvérde existerar. Vi kallar s,, = Z ay, for delsummor av Z ay.
k=0 k=0

Det kan ga at skogen pa tva olika sétt i definition:
(i) Om gréansvirdet blir nagon oéndlighet, dvs s,, — oo eller s,, - —oo0 da n — 0.

(ii) Om gréansvérdet inte ens existerar som nagon oéndlighet, till exempel s,, = (—1)".

(e.) o0
I det forsta fallet skriver vi ibland Z a, = oo respektive Z ar = —00, &ven om dessa inte
k=0 k=0

ar reella tal. Men det ger en smidigare notation (precis som for generaliserade integraler).

Definition. Om en serie existerar som ett &ndligt reellt tal kallar vi serien for konvergent.
Annars séger vi att serien ar divergent.

oo

Vi skriver ibland (formellt) Z ar &ven da serien inte existerar. Speciellt i formen av fragan
k=0

"Ar serien konvergent?”

-‘@’- Exempel

o o 1
Avgor om Z(l + 2k) och Z o dr konvergenta.
k=0 k=0




Losning. Den forsta serien dr divergent eftersom delsummorna &ér aritmetiska sa

- 1+2n+1 1
Z(1+2k):( i n—|—2 Jn+ >:(n+1)2—>oo, da n — oo.
k=0

Den andra serien dr konvergent eftersom delsummorna dr geometriska med |g| < 1, ty

"1 1 -2
e _ 9—(n+1) 2
ng_ o —2(1 2 )—>2, da n — oo.
k=0
Vi har hir alltsa direkt avgjort konvergensfragan genom att helt enkelt (férsoka) rékna ut
serierna.

<>

I Divergenstestet

Sats. Om lim aj # 0 sa ar Z a, divergent.
k—o0 —

Observera att detta villkor for divergens inkluderar fallet nir gransvirdet klim ay inte exi-
—00

sterar.
Bevis. Lat oss skriva ay lite kreativt enligt

ak:(a1+a2+~~~+ak)—(a1+a2+--~+ak_1)zsk—sk_l.

Om summan dr konvergent sa géller att bade s — s och s — s da k — co. Men detta
innebar enligt likheten ovan att ay = s — sx_1 — s — s = 0 da k — oo. Med andra ord,
om serien dr konvergent sa maste ap — 0 da k — o0o. Negationen av detta ar pastaendet i
satsen ovan.

Observera att omvéndningen inte giller. Det réacker alltsa inte att a;, — 0 for att en
[e.e]
1

serie ska konvergera. Det klassiska motexemplet &r den s.k. harmoniska serien Z — som
: k=1

divergerar.

57 Geometriska serier

o0

Den geometriska serien Z ¢" konvergerar om och endast om lg| < 1 och konvergerar da

k=0
> 1
Y gF=—.
k=0 1-¢




Detta foljer fran formeln fér geometriska summor:

- 1— ¢t 1
P
— q q

savida |g| < 1. Om |g| > 1 ser vi att ax = ¢* /4 0 da k — oo, sa serien #r inte konvergent i
detta fall.

@ Vart borjar serien?

Det ar inget speciellt med att vi betraktar summor av talféljder a;, déir &k = 0,1,2,.. ..

Vi kan lika gédrna undersoka summor dar k = m,m + 1,m + 2,..., dvs Z ay. Alla satser

k=m
stdmmer dnda. Om en summa konvergerar eller inte har bara att gora med hur termerna ay,

beter sig for stora k. Om vi borjar med k = 0, k = 1230 eller k = —74 kvittar.

Vi kan dven dela upp summor i delar i de fall da dessa delar beter sig bra.

B

Sats. Om ¢ # 0 ar en konstant giller att

i cap = C i Qg .
k=0 k=0
Vidare giller att
Z(ak +bk) = Zak -+ Zbk
— k=0 k=0

k=0

med undantaget da vi far fallen —oo + oo eller co — 0o, eller att gransvirden inte existerar
ens med odndligheterna tillatna. Dessa fall maste analyseras noggrannare.

Bevisskiss. Beviset foljer aterigen direkt fran att betrakta delsummor. For sadana far vi
alltid dela upp och bryta ut konstanter. Vad hénder sen nér antalet termer gar mot oédnd-
ligheten? Om allt konvergerar &r det frid och fréjd.

oo

Som exempel pa ett urartat fall kan man betrakta Z((—l)k + (=1)*1). Alla termerna i

k=1
serien ar noll, men slar vi sonder i tva delar uppstar tva serier som bada divergerar ordentligt.

2 Positiva serier

[e.e]

Om a; > 0 for alla k kallar vi serien Z ay, for positiv. Om en sadan serie divergerar gar det
k=0

mot odndligheten och vi skriver som bekant Z ap = oo i det fallet. Om inte detta hénder

k=0
ar serien konvergent (och lika med ett tal s > 0).

Med andra ord géller foljande.



<>

B ]

Sats. Om a; > 0 for alla k sa géller att Z ap < oo om och endast om serien ar konvergent.
k=0

Positiva serier har manga trevliga egenskaper. Bland annat géller féljande:

<>

i )

Sats. Om 0 < a;, < by, for alla k si ar Zak < Zbk.
k=0 k=0

Bevis. Beviset foljer av att olikheten géller for alla delsummor eftersom 0 < a; < by.

N

Q" Exempel

— 1

Visa att E ar konvergent.

k
—~1+2

Lésning. Eftersom 1+ 28 > 2F erhaller vi att

1 =1
Z1+2/~f§22_k:2
k=0 k=0

eftersom detta dr en geometrisk serie. Inte nog med att vi nu vet att serien konvergerar, vi
vet ocksa att den konvergerar mot nagot som inte ar storre dn 2.

<>

e Cauchys integralkriterium
Sats. Om f(x) > 0 &r en avtagande funktion for > 1 sa géller att

Zf(k)<00 & /100f($)da:<oo.

k=1

Beviset foljer i princip fran en enkel skiss. Vi ritar in en avtagande icke-negativ funktion f och
markerar en Gvertrappa (de rosa rektanglarna) och en undertrappa (de blaa rektanglarna)
med heltalssteg.



Vi ser da direkt att summan av arean hos de n forsta rosa rektanglarna blir Z f(k) och

k=1
n+1

att summan av arean hos de n forsta blaa rektanglarna blir Z f(k). Vidare ser vi att arean
k=2

mellan y = f(x) och z-axeln da 1 < z < n ligger mellan dessa rektangelareor. Saledes géller

CEY| " fayde < 3 F(R).

Vi later n — oo och satsen foljer. Om f dr stréngt avtagande blir olikheterna strikta (for
dndliga n).

L

¢ Exempel

=1
Visa att Z o < 0o om och endast om « > 1.
k=1

1
Losning. Detta foljer av Cauchys jamforelseprincip eftersom — &r avtagande for z > 0
x

o0
(eftersom o > 1) och att vi vet att / — dx < oo precis da a > 1 (se forra foreldsningen).
L@

L

Q" Exempel

= 1 1
Visa att E ESQ——fbrnzl,Q,....
n
k=1




1
Losning. Eftersom — dr avtagande for z > 1 foljer det fran Cauchys jamforelsesats att
x

k=1 k=2 1

o0
1 .
Specifikt vet vi da att Z = ar konvergent och konvergerar till nagot som ar < 2.
k=1

B

Sats. Om a; > 0 och b > 0 samt

. Qag
0< lim — < o

k—o00 bk
sa galler att
(o] (0.0
Z ap <00 & Z b, < oo
k=1 k=1

Med andra ord, om gréansvérdet existerar och ligger strikt mellan 0 och oo sa konvergerar
endera bada serierna eller sa divergerar bada tva.

5% Exempel

Avgor om Z M
k=1

ar konvergent.

Lésning. Om k ér stor dr 1/k liten och sin(1/k) = 1/k + O(1/k?). Vi far alltsa en “extra”
1/k fran téljaren och jimfor dérfor med 1/k2:

sin(U/k)/k _ 1R +OQ/K) 1 602y 51, dak - oo

1/k? 1/k?
Alltsa ar serien i fraga konvergent om och endast om Z w2 ar konvergent eftersom termerna
k=1

dr positiva (for stora k &r sinl/k > 0). Den sista serien &r vélkdnd som konvergent (se
exemplet ovan) och dédrmed &r den efterfragade serien ocksa konvergent.



3 Absolutkonvergens

W’ Absolutkonvergens
Definition. Om Z |ag| &r konvergent kallar vi Z ay for absolutkonvergent.
k=1 k=1

00 00
Zak S Z |(lk|

Det foljer direkt att en absolutkonvergent serie dr konvergent med

k=1 k=1
-\@’- Exempel
- k
Visa att g m ar konvergent och inte &r storre &n 2.
Losning. Vi visar att serien dr absolutkonvergent. Vi har ndmligen
COS]{:‘ 1 |cos.k:| < ok
28(2+sink)| 2F 2+4sink —
- 1
eftersom |cosk| < 1 och 2 +sink > 1. Eftersom 22_’“ = = 2 &4r serien absolut-
— 1—-1/2

> k
konvergent och Z—Qk(;is k) <2
S1n

k=0

4 Alternerande serier

Vi kallar serier dér termer véxlar tecken, varannan positiv och varannan negativ, for alter-
nerande. For sadana serier finns, om vi kraver att |ay| avtar mot noll, ett kraftfullt resultat.

' . o
03 Leibniz sats
o
Sats. Om Z ay, dr en alternerande serie sadan att |a;| > |az| > |ag| > - &r en avtagande
k=1
f6ljd och a;, — 0 da k — oo sa ar serien konvergent.

Bevis. Antag att a; > 0 (annars kan vi lika gédrna betrakta minus serien). Kravet att |ay|
ar avtagande innebér da att a; + as > 0, ag + a4 > 0, etc, samt att as + a3 <0, ag + a5 <0
och sa vidare.



a1

as

a
g arz ag

a
a 8
a4 6

a2

Tanken &r nu att betrakta tva olika delsummor ss, och ss,,1. Vi ser da att
Son = (a1 + ag) + (a3 + ag) + -+ - + (a2n—1 + a2,) — a,

dar a mojligen ar 400, eftersom alla parenteser dr > 0. Alltsa en f6ljd av icke-negativa tal
och sg, dr vixande (gransvéirde finns alltid om vi tillater co). Vidare ar

Sont+1 = a1 + (ag + a3) + (ag + as) + - - - + (agn + agny1) — b,

dar b mojligen dr —oo, eftersom alla parenteser dr < 0. Alltsa en f6ljd av icke-positiva tal
och sg,41 ar avtagande (gransvérde finns alltid om vi tillater —oo). Dessutom har vi

Son41 — Son = Ggpt1 = 0,

vilket innebér att b—a >0 < b > a. Detta innebér att bada a och b maste vara éndliga.
Men vi vet ocksa att ap — 0 vilket i sin tur visar att a = b. Saledes konvergerar serien.

5% Exempel

k

ar konvergent men inte absolutkonvergent.

= (-1
Visa att serien Z ( k’>
k=1

Losning. Med a;, = (—1)"/k ser vi att |ax| = 1/k &r en avtagande foljd och att a — 0.
Eftersom serien ar alternerande visar nu Leibniz sats att den &r konvergent. Mot vad? Bra
fraga, faktiskt till —In 2 (ga tillbaka till Maclaurinavsnittet och studera In(1+x) och fundera
over hur detta kan komma sig). Diaremot &r serien inte absolutkonvergent eftersom

Z lag| = Z% = 00.
k=1 k=1

Detta ar som bekant den harmoniska serien.



Det &r tre krav som géller for Leibniz kriterium:
(i) Serien ar alternerande sa att ax,; = —ay for alla k som det summeras Gver.
(ii) Seriens termer gar mot noll: a; — 0.

(iii) Absolutbeloppet av seriens termer avtar monotont: |ag| > |agr1| > |agsa| > -

Ibland summeras de tva sista villkoren som att |ax| avtar monotont mot noll. Det sista
villkoret ar viktigt och maste visas! Foljande serie ger ett motexempel.

N

5% Exempel

1 1
Visa att Z(—l)kak ar divergent om aj = 5] da k ar udda och a; = % da k &r jamt.

Losning. Vi ser att serien dr alternerande och att termerna gar mot noll |a;| — 0 da k — oc.
Det ar alltsa lockande att hugga till med Leibniz kriterium, men pa grund av hur a; ser ut sa
kommer inte |ay| vara monotont avtagande. Dérmed kan vi inte anvénda Lebniz kriterium.
Om vi undersoker serien direkt ser vi féljande:

i(_l) —_1+1_i+l_i+l_...
— a 2 3 4 5 6

De positiva termerna bildar alltsa en del av en harmonisk serie (och ar divergent exempelvis

enligt Cauchys intergralkriterium med f(z) = 2—) medan de negativa konvergerar eftersom
x

serien Z < 00. Det finns alltsa inget hopp for serien som helhet, utan den ar divergent.

Det ar alltsa inte "petigt” nér det inte ges podng pa tentan nér inte alla forutsdttningarna
for Lebniz kriterium redovisas! Aven om serien skulle visa sig vara konvergent i sluténdan.

5% Exempel

. * sinx o
Visa att —— dz inte dr absolutkonvergent.
x
™

Losning. Vi kan visa detta genom att skriva integralen som en serie av delintegraler och
uppskatta pa varje del. Hur da? Vi kan skriva

| sin z| =, [l |sm a:| (kt1)m 2 = 1
[ =X Iy MEE R WA

s k=1

eftersom / |sinz|dz = 2 (blir samma for varje intervall [k7, (k + 1)7]).
0

10



TATA42: Forelasning 6
Potensserier

Johan Thim*
10 januari 2017

Vi ska nu betrakta serier dir termerna inte langre &r konstanter. Speciellt ska vi studera sa
kallade potensserier. Dessa definieras som

o0
E akxk :a0+a1x+a2x2+a3m3+~--
k=0

for de x dir detta uttryck har mening (dvs serien konvergerar). Virt att notera &r att dessa
typer av serier beskriver funktioner (for de x dér serien &r konvergent). Om endast ett dndligt
antal aj, ar skilda fran noll &r det bara ett polynom, men om oéndligt manga a;, inte &r noll
far vi i nagon mening ett polynom med odndligt manga termer. Vilka slags funktioner kan
beskrivas pa det séttet? Vildigt manga ska det visa sig.

1 Konvergens av potensserier

Vi kan sa klart anvinda alla tekniker som togs fram for numeriska serier pa forra forelds-
ningen, men vi kommer att anvinda foljande tva kriterier flitigt.

@ Rot- och kvotkriteriet
Sats. Om Q = limy_,o |az|"/* eller Q = limy_,o |ags1/ax| existerar sa #r Zak absolut-
k=0

konvergent om () < 1 och divergent om ) > 1.

Dessa kriterier (att de tva griansvirdena som ger () existerar) brukar kallas rot- respektive
kvotkriteriet. Man kan visa att rotkriteriet ar starkare, dvs att om detta ar sant sa géller
aven kvotkriteriet. Daremot sa kan kvotkriteriet ibland vara enklare att kontrollera. Beviset
for rotkriteriet bygger pa att man utnyttjar att () < 1 for att uppskatta serien med en
geometrisk serie med kvoten ¢, dar () < ¢ < 1.

Dessa konvergenstester kan sa klart anvéndas pa vilka serier som helst, men det finns kon-
vergenta serier vi inte kan konstatera dr konvergenta med varken rot- eller kvotkriterier.

*johan.thim@liu.se
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Serien® Z (%) ar konvergent men rotkriteriet ar inte uppfyllt. Vi kan se detta
k=1

genom att skriva ut hur termerna ser ut:

SO R R
2 32 23 3 2 36
vilket &r summan av tva geometriska serier som konvergerar. Daremot ser vi att

1k _ 2

= S o

hela tiden hoppar mellan 2 och 3 sa gransvirdet saknas till och med.

o0

Ovning: visa att serien Z ==t konvergerar enligt rotkriteriet men att vi inte kan dra

k=1
nagon slutsats fran kvotkriteriet.

?G.R. Gelbaum and J.M.H Olmsted, Counterezamples in analysis, Dover 1992

Intressant nog sa beter sig potensserier alltid forhallandevis snéllt. Till exempel géller alltid
foljande.

@ Konvergensradie
o0

Sats. Varje potensserie Z crx® har en maximal konvergensradie R sé att serien dr abso-
k=0

lutkonvergent da || < R och divergent da |z| > R.

Notera att fallet da = £ R ej ndmns. Detta fall maste specialbehandlas fran situation till
situation. Vidare ar det sa klart sa att om rotkriteriet inte ger nagot () krévs en noggrannare
analys av termerna.

Bevis. Ett ordentligt bevis aterfinnes i boken, men tanken dr ganska logisk. Om vi antar
att () = ]}Lrgo |cx|'/¥ existerar sa ér kh_}rgo lc,z™|Y™ = Q|x|. Enligt rotkriteriet ovan &r serien

(absolut)konvergent om Q|z| < 1, dvs da |z| < 1/Q (savida inte Q = 0 men da behovs inget
krav pa z) och divergent da |z| > 1/Q. Vart R &r alltsa R = 1/Q da @ # 0 och R = oo
da @ = 0.

5% Exempel

k9
12 T !
k=1

For vilka x konvergerar




Losning. Rotkriteriet:

k Uk_ lz| _2Ink
72 —W—Ix!eXp — |z

da k — oo eftersom (Ink)/k — 0. Med andra ger |z| < 1 konvergens enligt rotkriteriet
och |z| > 1 divergens. Vi undersoker z = £1 speciellt och ser att bade

=1 2 (=1)k
;E och Z(kQ)

dr konvergenta (absolutkonvergenta till och med). Svaret blir alltsa —1 < z < 1.

¢ Exempel
Bestam konvergensradien for foljande potensserier och avgor om serierna konvergerar da x =
+R. Ange det omrade serien konvergerar i.

i) Z kz Z (Ink)~ (iii) Z —I' (iv) Z 3"
k=1 k=2 =il k=0

V) Z 3k 3k (vii) Z ook (viii) Z T
k=0 k=0 k=0 k=0

Losning. Vi tar en i taget.

(i) Enligt kvotkriteriet konvergerar serien atminstone da

(k+1)|I’2k+2_~ 1 2 _ |2
B e S A

sa |z| < 1. Konvergensradien dr alltsa R = 1. Nidr x = 1 ges serien av
DUEED SIS
k=1 k=1

och ndr x = —1 ges serien av Zk(—l)k som divergerar enligt divergenstestet da

k=1
termerna inte gar mot noll. Konvergensomradet ar —1 < x < 1.

(ii) Vi anvéinder kvotkriteriet igen och ser att

|In(k + 1)~ Y| |zt Ink Ink 1z Ink 2] = ||
— . = Tl = X xr ;
|(In k)~ |]a|* In(k+1) [z In(k(1+14)) (1 n 1““&;1/'“)) In &

da k — oo. Konvergensradien blir saledes R = 1. Nar x = 1 far vi
N L | =1
2k 27 20

3



(iii)

(iv)

(vii)

(viii)

1)’€

vilken

eftersom Ink < k och Z 1/k = co. Nar x = —1 ges summan av Z

k=2
ar konvergent enligt Leibniz konvergenstest (visa det!). Konvergensomradet bhr sale-

des -1 <z < 1.

Vi anvénder kvotkriteriet igen (ofta lampligt ndr k! &r inblandat):

2k+1|x|k+1/(k—{— 1)! _ 2k+1|x|k+1 k! B 2|:l?|
2k| x|k /K (k1) 2Kz k41

— 0,

da k — 0. Héar &r alltsa R = oo och nagon undersokning av o = £ R &r inte aktuell.
Konvergensomradet dr —oo < x < 00.

Hér &r rotkriteriet lampligt och (3"|z[* )1/ = 3|J:\ sa 3|x] < 1 ger absolutkonvergens.

Alltsa d&r R = 1/3. Nar = £1/3 erhaller vi Z 3F(43)~ Z * som divergerar
. k= 11 k=1

i bada fallen. Konvergensomradet ar -3 <z < 3

1/k

Hir 4r rotkriteriet lampligt och (3%|z[**) /" = 3|z|? s& 3\:6]3 < 1ger absolutkonvergens

Alltsa ar R = 1/\/_ Nar ¢ = :I:l/\/§ erhaller vi 23’“ j:\/_ —3k 23’“

1
som divergerar i bada fallen. Konvergensomradet ir —— < z < —.

V3 V3

ez \YE Kl
NG = ok ™

da k — oo eftersom kY% — 1 da k — oo. Alltsa dr R = 0. Koefficienterna vixer alltsa
for snabbt for att vi ska fa nagot vettigt. Konvergensomradet dr z = 0.

Vi har

Vi anvander kvotkriteriet och ser att

(.CE+ 1)k+1 k.2k
(k+1)2k1 (x4 1)k

da k — oo. Serien ar alltsa absolutkonvergent da |z 4+ 1| < 2 eller ekvivalent, da —3 <

w1 1 o + 1]
> 111/k 2

x < 1. Vi undersoker nu speciellt = —3 och x = 1. Forst x = —3 dér
— (=2)F o~ (D)
K2k k
k=1 k=1

ar konvergent enligt Leibniz kriterie (1/k &r stréngt avtagande mot noll). Nar z =
1 &r serien divergent eftersom detta blir den harmoniska serien. Konvergensomradet
blir -3 <z < 1.

Den har ar lite annorlunda eftersom vi har negativa exponenter av x. Detta kommer
att innebéra att vi far konvergens utanfor en konvergensradie i stéllet. Vi undersoker
med rotkriteriet:

2k 1/k
22k

2
|z

4



for alla k. Kravet blir alltsa att 2/|z|> < 1 vilket dr ekvivalent med att siiga |z|> > 2
eller att |z| > v/2. Niar x = #++/2 blir serien divergent i bada fallen (termerna blir
identiskt lika med ett). Konvergensomradet blir x > V2 och z < —/2.

2 Termvis derivering och integrering
Det vi ger oss in pa nu ar inte helt enkelt egentligen utan kréaver begrepp som likformig

konvergens. Men som tur &r beter sig potensserier sa snéllt att dessa operationer fungerar
utan problem nér |z| &r mindre &n konvergensradien.

©
Sats. Lat f(z) = chxk ha konvergensradien R > 0. Da galler att f kan deriveras

k=0
kontinuerligt odndligt manga ganger pa | — R, R[ och att

e9 a
= Z kepah! samt / f(t)dt =
k=1 0

dér dessa potensserier har samma konvergensradie R.

oo

k=0

Det faktum att vi kan derivera hur manga ganger som helst leder till intressanta foljder
kopplat till Maclaurinutvecklingar. Vi aterkommer kort till detta snart.

8\ Termer ”’forsvinner” vid derivering
Observera att summan justeras vid derivering av en potensserie da cp-termen forsvinner.
Deriverar man tva ganger férsvinner bade cg- och ¢;-termerna, sa

0o
Zk — 1 CkLE 2.
k=2

Annars skulle det trilla ut negativa exponenter pa x vid derivering vilket &r omdojligt. Man
kan dock dven betrakta serier som har negativa exponenter (sa kallade Laurant-serier),
men sadana termer kan aldrig dyka upp fran en potensserie som vi definierat tidigare. Vi
kommer ofta indexera om serier som den ovan, i.e.,

Z (k 4+ 2)(k + Dcgpaz”,
k=0

vilket underlédttar nér vi vill jamfora serier.




5% Exempel

=k =1
Réakna ut serierna Z o" och Z ok
k=0 k=1

Losning. Serierna ér bada tva konvergenta (absolutkonvergenta till och med) eftersom ter-

merna avtar tillrackligt snabbt. Vi betraktar nu "hjélpserierna” Z ka* och Z —2*. Bada

k=0 =
dessa serier har konvergensradie R = 1 (visa det). Dessutom, eftersom

ka* = ok ' = r—2x

sa foljer det att

x
ka ~ iz Zx d:vl—x:(l—x)2

eftersom det blir derivatan av en geometrisk serie med kvoten z. Saledes kan vi (med z = 1/2)
rékna ut att

i B 12,

2k (1—1/2)2 7
Pa liknande sétt ser vi att
1 x
—xk—/ thlde, k=1,2,...,
0

och darmed att
o) 1 0 T x 00 T o)
ZEIk:Z/ t’“dt:/ (Zt’”) dt:/ (Ztk> dt
=170 0 \ k=1 0 \x=0

= ——dt = —1In(1 — x).

Detta kan vi anvéinda for att berdkna den andra serien (med x = 1/2):

ié =—In(1-1/2) =In2.
k=1
3 Feluppskattning

Om man bara tar med ett dndligt antal termer i potensserien, kan man siga nagot om hur
bra approximation detta ger?

¢ Exempel
Besti A att A 107 f5 !
estdm n sa a k_zn;rlg< or |x|<§




Losning. Enklast ar att observera att k! > (n + 1)! for k£ > n + 1 och déarfor skriva

= ot 1 = 1 = 1 |zt 1 1
E:_<— §:|g;|’f: |x|n+1§:|x|k: < L
| | 11 — | n

SR (n ) e (n+1) o (n+D!1—|z] =~ (n+1)! 2

Vi ser att med n = 5 blir ndmnaren 6! - 2° = 720 - 32 > 21000, sa hela serien blir < 1074,

N

5% Exempel
Berikna In 2 som ett rationellt tal med ett fel pa hogst 1074

Losning. Vi kan sa klart ga tillbaka till Maclaurinutvecklingar, men vi kan &ven anvinda

serien vi tog fram i forra exemplet. Dar visade vi att In2 = ok Da ar alltsa
k=1
N-1 o0
1 1
In2= — —
I k 2k + Z k 2k
k=1 k=N

Vi uppskattar den sista termen och ser hur stort N maste vara for att vi séikert ska fa denna
del av serien < 1074, Alltsa,

=1 1 == 1 1 e -V 1 QL1=N

- > — = _9N o~k — — )
Zkzk—szk N Z N 1-—21 N
k=N k=N k=0

Enklast d4r nu att testa véarden pa N och se att om N = 16 sa ricker det eftersom

o-15 _ ; < L
1024 -32 = 10*
14
Néarmevardet ges alltsa av Z ok (vilket &r ett rationellt tal).
k=1

3.1 Alternerande serier

Nér det géller alternerande serier av Lebniz-typ (sa att |ay| &r avtagande) sa kan vi gora en
smartare uppskattning av felet. Om a,; > 0 (liknande resultat géiller om a,1 < 0) har vi

oo

E A = Qpg1 + gz + Qpy3 + - = Gpi1 + (Qn2 + Angs) + (Appa + Apgs) + -0+
k=n+1

dér varje parentes dr < 0 eftersom |ax| dr avtagande (och serien &r alternerande). Detta

medfor alltsa att
oo

>

k=n+1

S an—i—l

om a,.1 > 0.



5% Exempel

—11)f L)
Visa att Z ] ]2 konvergerar och hitta ett n sa att Z o )
n

k

approximerar serien med

=3
ett fel pa hogst 1074

—1)* 1
Losning. Serien ér alternerande och <1 ]2 =k ar strangt avtagande mot noll sa serien
n n
ar konvergent enligt Leibniz sats. Dessutom géller att
Wy, Ik | T In(n +1)’

sé om felet ska vara < 10~% krévs att
In(n+1)>10" & n>exp(10*) — 1~ 10%*.

Ganska manga termer alltsa. Ar det férvanande?

5% Exempel
o0 k
e ) (=1)
Upprepa samma procedur som i férra exemplet for E -
e
k=1

Losning. Man kan anvinda Leibniz sats, men serien dr absolutkonvergent (varfor?) sa det
ar inte nodviandigt. Diaremot bor vi anvinda det nér det géller felet. Vi har

- entl ’

sa om felet ska vara < 10™% krévs att
exp(n+1)>10" < n>mh(10")—1=4mn10—-1~8.21.

Betydligt farre! Vad hénder om vi uppskattar som geometrisk serie i stillet? Vi undersoker:

[eS) [eS)
§ ( § i _ —(n+1) 1
ek — enJr ek 1 — 671’
k=n+1 k=0

sa det blir inte sa jéttestor skillnad nér termerna gar mot noll snabbt.



TATA42: Foreldsning 7
Differentialekvationer av forsta ordningen och
integralekvationer

Johan Thim*

10 januari 2017

1 Introduktion

En differentialekvation (DE) i en variabel &r en ekvation som innehaller bade variabeln
(ofta ), en okénd funktion y(x) samt derivatorer av y(x) som y'(x), y”(z) och sa vidare. Man
skriver ofta F'(x,y,y’,y”,...) = 0 dar F' &r nagon funktion av flera variabler. Med en l6sning
till en DE menar vi en funktion y, definierad pa nagot intervall |a, b (mojligen a = —oo
och b = o) dar y uppfyller F(x,y(x),y'(z),y"(z),...) = 0 for = €]a,b[. Med andra ord
uppfyller alltsa funktionen y DE:n i varje punkt x €]a,b[. Vi borjar med att betrakta fallet
med forsta ordningens differentialekvationer (DE). Ordningen pa en DE definieras som den
hogsta derivatan den innehaller, sa en DE av forsta ordningen innehaller alltsa bara y och ¢/
(férutom variabeln x). Ett véldigt enkelt exempel &r till exempel

y'(r) =cosz & ylx)=C+sinx,

dér C' € R ar en godtycklig konstant. Hér kunde vi direkt integrera bada sidor i ekvationen.
Om DE:n diaremot dven innehaller y-termer och kanske krangligare varianter av y’ sa ar det
inte sidkert att vi kan l6sa problemet.

Om en DE kan skrivas pa formen y' = F(z,y) (att det gar att 16sa ut 3 och isolera pa en sida
i en ekvation) kan man dock rita upp vad som kallas for ett riktningsfilt for DE:n. Ekvationen
ger for varje (z,y) i planet vad y’ maste vara. Detta ger information om funktionen y véxer

eller avtar. Vi ritar upp ett exempel for DEm 3 = 2 — 2y*:

*johan.thim@liu.se
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Pilarna i riktningsfiltet visar hur losningskurvor gar (kurvor y(z) alltsa). Den heldragna
kurvan #r en av alla 16sningar y(z) som finns till ekvationen y' = x? — 232

2 Linjara DE av forsta ordningen

Definition. Om 3’ + f(z)y = g(x) kallar vi DE:n foér en linjir DE av forsta ordningen.

Dessa ekvationer kan 16sas med hjalp av en sa kallad integrerande faktor. Vi finner en sadan
genom att vilja en primitiv funktion F till f (dvs en funktion F' sa att F’ = f) och sedan
bilda e som &r den integrerande faktorn. Namnet kommer fran foljande egenskap. Vi
multiplicerar DE:n med e”®) och utnyttjar sedan produktregeln for derivering:

y(@)+ fa)y(x) = g(z) & "Oy(a) + flx)e" y(z) = g(x)e
& ("Wy) = glx)e"™
o eF@) ( ) C+/ ( ) F(@) o

& y(z) =CeF@ 4 F@) /g(a:)eF(m) dx.

Vi ser hiir att om g(z) = 0 fas specialfallet y(z) = Ce 7@ och om f(x) = 0 fas specialfal-
let y(z) = C + /g(a:) dr.

Hér har vi dessutom visat entydighet for 16sningar. Om ett villkor av typen y(a) = a for
nagot a och « ar givet finns bara ett viarde pa konstanten C' som gor att y(x) uppfyller
detta. Vad vi gor har &ar alltsa att vi bestémmer en punkt i planet som losningskurvan ska

2



ga genom; jamfor med riktningsfiltet ovan (dven om den ekvationen inte &r linjir). Genom
varje punkt gar det precis en 16sning och olika 16sningar korsar aldrig varandra. Den hér
typen av entydighet har man inte alltid om ekvationen inte &r linjar.

L

¢ Exempel
Los ekvationen gy’ + 3y = 2.

Losning. En av de enklare typerna av ekvationer vi kan fa. En integrerande faktor fas
som €3* eftersom (3z) = 3 &r faktorn fore y. Alltsa,

y/+3y:2 o €3xy/+3e3wy:263:v = (ye3m)/:2e3x
2 .
& ye3”:C+/263xd$:C+§esx
2

& ylr)=Ce™ + 3

Observera hir att Ce™ 16ser den homogena ekvationen ¢y’ + 3y = 0 for alla C. Konstan-
2
ten 3 brukar kallas for en partikuldrlosning till v/ 4+ 3y = 2. Idén att konstruera den allménna

losningen till 4/ + 3y = 2 genom l6sningar till den homogena ekvationen och en partikulér-
16sning ar ett exempel pa superpositionsprincipen som finns for linjara ekvationer. Denna
teknik aterkommer vi till.

A Niar dyker konstanten C upp?

Konstanten dyker upp i samband med att vi tar bort derivatan (eftersom man tappar
konstanten nér man deriverar). Alternativt kan man se det som att konstanten hor ihop
med den obestdmda integralen (den primitiva funktionen). Bada alternativen gar bra, men
se till att konstanten dyker upp innan du goér nagon drastiskt med ekvationen som att
forkorta bort saker eller multiplicera ekvationen med nagot (som till exempel e™** ovan).

N

5% Exempel

Finn alla lésningar till ¥ = xy + 2% och bestdm speciellt de tre ldsningar som uppfyl-
ler y(0) =0, y(0) = —1 och y(—1) = —1.

Losning. Vi soker en integrerande faktor och finner den som e /2 eftersom —az° /2 ar

en primitiv funktion till —z (faktorn fére y om allt som har med y att gora flyttas till
vénsterledet). Vi testar:

—x2/2 " . —T?)2 —x2/2, 0 _ —x%/2 /1
e y) = —ze Ty e Ty =e (¥ —zy).
Detta &r alltsa ok. Da erhaller vi
/
Y =2y +a2d & (6*5”’2/234) =P o Y= Ce™’ /2 4 v/ / Pe ™2 dx.

3



Vi réknar ut integralen med PI:

/:c?’e"”Q/2 dr = /x2 (xe’x2/2> dx
— 2772 + Z/xe_xQ/Q dx
= g2 2 _9e7 "2 = —(2+ I2)6_I2/2
Derivera och testa! Vi har nu alltsa
y(z) = Ce”*? —2-2* z€R.
Vi soker speciellt y sa att y(0) = 0. Da maste y(0) = C —2 = 0, sa C = 2. Kurvan som
definieras med detta val av C' gar alltsa genom origo. For y(0) = —1 maste y(0) = C—2 = —1,

s& C' =1 och for att fa y(—1) = —1 maste C = 2e~/2. Vi skissar ett riktningsfilt och ritar
in vara losningar i detta.

\ N A E T \
R EE
1 \\\“*”" P i
\\\*A>»v¥ p /4
\ \\\*#f#" /‘
\\ U S I S G ol
\E\\\Aﬂf}”' ’/4;
\ N > > > > > - A
Oié\\:**>>>.>>vv',/
\ﬂ\\*>>>>>>>v¥1/
\\‘*>»»>>>>>v’/
\‘\*bvvvvfi;»v',
54 -~ > ¥ Y > > >~ > ¥ |
_1m
\*, ¥ ¥ ¥ > > A A A > v
Nt A A A Nt S S N R
—-1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5

De markerade punkterna dr de punkter vi valt att "forankra” lésningarna i (till exempel sa
giller att y(0) = —1 motsvarar punkten (0, —1)).

3 Separabla DE

Definition. Om DE:m édr av formen ¢(y(z))y'(x) = h(z) kallas den for separabel.




En separabel DE loser vi genom att ”separera variablerna.” Minnesregeln ar att vi slar son-

dery = % oeh multiplicerar upp dz pa andra sidan. Mer formellt utfor vi féljande manover.
Lat G' = g och H' = h (dvs hitta primitiva funktioner till g och h). Da &r

(Gly) — H(z)) =G (y)y — H'(2) = g(y)y —h(z) =0 & G(y) - H(z)=C,

dar C ar godtycklig konstant. Vi har alltsa hittat ett samband for y som inte innehaller
nagon derivata: G(y(z)) = C' + H(x). Vad som aterstar &r att l6sa ut y ur denna ekvation,
vilket kan vara ganska svart om G &r nagot som inte ar véldigt enkelt (och inverterbart). Vi
har hér inte heller nagon entydighet som &r uppenbar (beror pa G och H) utan far reda ut
sadant fran fall till fall Det finns krav man kan stélla pa ingaende funktioner for att fa det
men det ligger utanfér ramen pa denna kurs.

Minnesregel (ej klart definierat i nuléget som det star sa ekvivalenser utléses approximativt):

s =he) " gy =hds "= [ gl)dy= [ b)de

L

¢ Exempel
Finn en 16sning till 2%y’ =y + 1 sd att y(—1) = —1 och en 16sning sa att y(2) = 0.

Losning. Vi vill dela med hogerledet och maste da kriava att y + 1 # 0. Om det &r sant
och x # 0 har vi

Y 1 -1/
—dy= [ zdz < 1 I|=C-—— <« 1| = De /"
- e [oqi=[Gd e mlri=c-1 e =D

dir D = e &r en godtycklig positiv konstant. Men for att ta bort beloppet ateruppstar
mojligheten att ha bade positiva och negativa konstanter. Daremot kan inte D = 0. Vi har
alltsa 16sningar

y(x):—l—i-De’%, x#0, DeR, D#0.

Intressant faktum hér &r att vi inte kan definiera dessa losningar kontinuerligt forbi origo.
Endera har vi x < 0 eller x > 0. Vad géller fallet da y = —1 da? Vi testar och ser att
detta 16ser ekvationen sa dven y(r) = —1 dr en losning. Denna 16sning dr definierad dven
for x = 0. Sa vi kan tillata D = 0 ovan och i fallet da D = 0 gar det dven att ta bort kravet
pa att = # 0.

Om vi vill att y(2) = 0 maste vi vilja y(z) = —1 + Dexp(—1/z) dér D # 0, och y(2) =
—1+ De Y2 medfor att D = e'/2. Svaret ir alltsa

(x) =—-1+ L 1 >0
ylxr) = exp2x,a: .

Kravet att x > 0 &r viktigt. Vi viljer alltsa den 16sning vars "definitionsméngd” innehaller
punkten vi har ett villkor i (i detta fall var det x = 2).



/A Divisioner med noll

Vid varje division som utfors maste man vara mycket noggrann med att skriva ut villkor
som maste gélla. I foregaende exempel kriaver vi att y # —1 vilket sedan visar sig vara en
mojlig 16sning. Divisionen med z gor ocksa att ingen av vara losningars definitionsméngder

kan innehalla x = 0 (forutom andra undantagsfall som y = —1). Var mycket noggran med
| dettal
-\@’- Exempel

Hitta en 16sning till ¢/ = y?/3 for y € R.

Loésning. Vi vill dela med 3?/3 for att fa allt y-beroende pa ena sidan. Vi maste da kriva
att y # 0. Om det dr sant sa géller

yl/?) 1

e (C + ).

Vi observerar nu att detta y 16ser ekvationen for alla x (testa detta). Vad hénder om y = 07
Jo, det fungerar ocksa eftersom 3’ = 0 da. Vi har alltsa inte en entydig 16sning sa vi vet inte
om vi funnit samtliga. Dessutom kan man gora roliga saker som att "skarva” ihop 16sningar.
(1+z)?
27

for £ > 1 som i f6ljande figur. Man kan ganska enkelt visa att denna skarvning

Vi kan till exempel vélja y(x) =
(—1+x)3

for v < =1, y(x) =0 for —1 <z <1 och y(z) =

ger en funktion som ar atminstone kontinuerligt deriverar och loser differentialekvationen i
fraga.

Detta innebér ocksa att det kan finnas hur manga olika 16sningar som helst som gar genom
samma punkt i planet. Vi kan alltid skarva ihop lite annorlunda och fa en ny lésning genom
origo till exempel; déar 16sningskurvor tangerar varandra kan vi alltsa "hoppa” fran en 16sning
till en annan.



4 Linjira komplexa DE av forsta ordningen med kon-
stanta koefficienter

For detta dndamal ska vi introducera komplexvirda funktioner sadana att for z € R sa
tillats f(z) € C. Pa detta sitt har funktionen f en real- och imagindrdel. Vi delar upp f i
komponenter f(z) = u(z)+iv(x) dér u, v ar reellvirda funktioner (vanliga funktioner alltsa).
Vi kéinner redan till ett exempel: den komplexa exponentialfunktionen e = cosx + 4 sin x.
Precis som nér vi introducerade komplexa tal i grundkursen visar det sig att dessa funktioner
beter sig precis som vanliga funktioner nir det kommer till vara sa kallade rikneregler. Aven
differential- och integralkalkyl fungerar analogt. Vi definierar

() = u'(z) + 1v'(x),

f
/f(x)dx:/u@)dxﬂ'/v(x)dx

och sa vidare. Produktregler, partiell integration, kedjeregler och allt annat fungerar precis
som vanligt. Sjélvklart behover alla dessa fenomen egentligen bevisas ordentligt, men vi
overlamnar det som Gvning.

Vi &r speciellt intresserade av funktionen e** dar w € C och x € R. Skriv w = o + 1
for a, 5 € R. Da ar

eWT — partifr _ oz ifr _ oz (COS(BI) + ZSID(ﬁLIZ‘)) .

Den stora anledningen till vart intresse for denna funktion dr att (e**) = we™® precis som
for den reella exponentialfunktionen (visa att detta ar sant fran definitionen). Detta gor att
vi enkelt kan hitta integrerande faktorer &ven fér DE med komplexvirda funktioner. Speciellt
for linjiara DE av ordning ett med konstanta koefficienter, dvs

v +wy=g(x) & ("y) =e"g(z) & ylr)=Ce ™ fe v / e g(z) dx.

Detta antyder pa viss struktur hos dessa losningar. Som nadmnt tidigare pratar man om
en homogen l6sning y,(x) = Ce™™* och en partikuldr 16sning y,(x) som ges av den andra
termen. Den totala 16sningen ges av y(x) = yn(x) + y,(x) och losningsgangen kan reduceras
till fragan om att hitta en partikulérlosning och sedan fa alla mojliga 16sningar till ekvationen
genom att lagga till de homogena losningarna. Namnet homogen kommer fran att y, 16ser
den homogena motsvarigheten till den givna ekvationen (med g(z) = 0). Den hér tekniken
aterkommer vi till pa nésta foreldsning!

5 Integralekvationer

Pa liknande sdtt som man kan betrakta DE kan man istéllet ha ekvationer dér det ingar
integraler av okdnda funktioner som vi forsoker 16sa ut. Tekniken vi anvénder i denna kurs
bygger pa att helt enkelt derivera ekvationen och l6sa en ekvivalent DE i stéllet. I manga
tillimpningar ddremot gér man ofta tvért om, dvs formulerar om DE som integralekvationer
da ekvationer med integraler i allménhet beter sig béttre numeriskt &n motsvarande DE.
Vi illustrerar med ett exempel.



572 Exempel

Finn alla kontinuerligt deriverbara funktioner y sa att

y(x) +/ y(t)dt = 2¢**, 2z € R.
1

Losning. Vi deriverar likheten (forutsétter hér att y ar deriverbar) och erhaller
y'(x) +y(a) = 4e™.

Detta foljer direkt fran integralkalkylens huvudsats! Om y &r kontinuerlig finns en primitiv
funktion Y sa att

Om vi deriverar denna likhet fas
d X

@ ], YWy = Y'(z) = 0= y(z).

Vi loser DE:n vi fick ovan genom att multiplicera med den integrerande faktorn e*:

(o) +y) = 4% o () +etyn) =47 e (Ty(a) = 4
4 4
& ey(r) = 5633: +C & ylx)=Ce "+ ge%.
Hur bestdmmer vi C7 Vi maste hitta ett villkor fran integralekvationen. Enklast ar att sétta
in = 1 da integralen forsvinner da. Alltsa maste y(1) + 0 = 2¢%. Vi bestammer nu C:
4 3

4
2¢? = (1) :Ce_1+§62 & 0:263—§e :

Det finns alltsa bara en 16sning;:

2
y(zr) = 3 (e +2e*) .



TATA42: Forelasning 8
Linjara differentialekvationer av hogre ordning

Johan Thim*
29 mars 2017

1 Differentialoperatorer
For att underldtta notation och visa pa underliggande struktur introducerar vi begreppet
differentialoperator (DO). Den enklaste icke-triviala varianten pa en DO &r helt enkelt ope-

o . . : d
rationen att derivera med avsende pa variabeln x. Vi brukar skriva det (-)/, —, eller det

som kommer att vara vanligast i detta avsnitt, D. Med andra ord giller alltsa

Y = Dy(x) = y'(v)

for alla deriverbara funktioner y. Vi tillater oss att vara lite slarviga med notationen. Sjalv-

klart sa kan man dven betrakta operationen att derivera tva ganger. Denna operation kan
enkelt skrivas D?. Da #r D%y = y” vilket kan ses genom mandvern

D*y = D(Dy) =Dy =v".

P& samma sitt dr D3y = y©® och sa vidare. Vi dr nu mogna for foljande definition.

Differentialoperator
Definition. Om p(r) ar ett polynom

p(r) = anr™ + ap_ 1™ - Far +ag
definierar vi differentialoperatorn p(D) genom
p(D)y = a, D"y + ap 1 D" 'y + - - a1 Dy + agy

for alla y som kan kontinuerligt deriveras n ganger. Polynomet p(r) kallas differentialope-
ratorns karakteristiska polynom.

Ett par exempel dr pa sin plats.

*johan.thim@liu.se
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Exempel
(i) Om p(D) = D +1ér P(D)y =y +y;

(i) Om p(D) = D* —2 d&r P(D)y =vy" — 2y;

(iil) Om P(D)= (D +1)?=D*+2D+ 1 & p(D)y =y" + 2y +y.

Det sista exemplet kommer vi att atervidnda till. Man kan alltsa precis som for vanliga
polynom faktorisera p(D) bara man &r forsiktig i vilken ordningen man skriver D:n och
konstanter. Detta kommer att vara nyckeln till att 16sa hégre ordningens DE.

5% Exempel
Skriv ekvationen 2y® — 3y’ + 2y = 7z med hjilp av en DO.

Losning. Vi ser direkt att ekvationen ekvivalent kan formuleras som 2Dy — 3Dy + 2y = 7z,
och om vi later p(D) = 2D* — 3D + 2 kan vi skriva p(D)y = 7x. De termer som inte
innehaller y kan inte inga i operatorn.

Konstanta koefficienter

Definition. Vi sdger att den DO p(D) vi introducerade ovan har konstanta koefficienter
eftersom konstanterna ag, a, ..., a, ar just konstanter.

Definitionen kanske verkar lite konstig, men man arbetar ofta med DO:er didr man la-
ter ag,ay,as,...,a, i p(D) bero pa x (alltsa vara funktioner av z). Vi kommer oftast att
enbart betrakta fallet med konstanta koefficienter nér vi arbetar med hogre ordningens DE:er
(med bland annat Euler-ekvationer som undantag).

-

g Linjaritet
Sats. Operatorn p(D) definierad ovan ar linjdr, dvs om y; och y, &r n ganger deriverbara
funktioner och ¢q, co € C ar konstanter sa ar

p(D) (Cly1 + 623/2) = c1p(D)y1 + cap(D)ysa.

Beviset ar enkelt eftersom vi vet att vi kan derivera en summa genom att ta summan av
respektive derivatorer samt att vi kan bryta ut konstanter (med andra ord, att operatorn D
ar linjar). Faktum &r att satsen géller &ven om vi inte har konstanta koefficienter.

<>

e Forskjutningsregeln

Sats. Om a € C ér en konstant och p(D) enligt ovan dr en DO med konstanta koefficienter
sa galler att

p(D) (e*z(x)) = e*"p(D + a)z(x).




Bevis. Polynomet p(r) kan alltid faktoriseras (med eventuellt komplexa rétter) som

p(r)=C(r—r))(r—re)--(r—ry,).
Vi skriver
p(D)=C(D —r1)(D—=r3)-+- (D —1y).

Det ricker alltsa att visa forskjutningssatsen for en av dessa faktorer eftersom vi iterativt
kan forflytta oss genom hela polynomet i sa fall. Vi véljer D — r;. Da &r

(D —ry) (ea’”z(x)) (e”z(m))' — r;e®z(x)
Wx) + ae®z(x) — rie®z(x)

e (D +a) —r;) z(x).

Operatorn D forskjuts alltsa med a i den i:te faktorn och detta géller for varje .

Exempel
Lat p(r) =r*+7r —2 = (r — 1)(r + 2). Da medfor forskjutningsregeln att

p(D) (e *2(z)) = e **p(D — 2)z.
Sa vad innebér p(D — 2)7 Inget mer &n att man ersitter » med D — 2 i polynomet p(r):

p(D-2)=(D-2*4+(D—-2—-2=(D—-2-1)(D—-2+2)=(D-3)D=D?—-3D.
Alltsa blir

p(D) (e7*2(z)) = e *p(D —2)z = e >* (2" — 32').

Kanske kan man tycka att det verkar bokigt med forskjutningsregeln, men i vissa fall under-
lattar den riktigt ordentligt.

572 Exempel
Lat p(r) = (r — 3)'°. Da kommer

p(D)(e*z(z)) = (D" — 30 D° + 405 D® — 3240 D" + 17010 D° — 61236 D® + 153090 D*
— 262440 D® + 295245 D* — 196830 D + 59049) (¢**z(x)) .

Hur forenklar vi detta? Ser bokigt ut. Men med forskjutningsregeln blir
p(D)(e*2(x)) = e¥p(D + 3)z = e3(D + 3 — 3)1%% = ¥ D10z = 32,10,

Betydligt mycket mindre arbete! Multipla rétter som “krockar” med konstanten a i expo-
nenten i e*” brukar hanteras mycket enklare med forskjutningsregeln.




2 Superpositionsprincipen

Superpositionsprincipen ér principen att losningar till linjara ekvationer kan konstrueras
genom att addera losningar till delproblem. Med andra ord, om y; 16ser p(D)y; = g; och ys
loser p(D)ys = go sa kommer y = y; + y» att 16sa p(D)y = g1 + go. Detta &r anledningen till
att vi kan dela upp en 16sning i en homogen del och en partikulérlosning; vi kan alltsa 16sa
en del av problemet i taget.

<>

E

Sats. Samtliga 16sningar till p(D)y = g kan delas upp i tva delar: y = yp, + v, dér den
homogena 16sningen yj, loser ekvationen p(D)y, = 0 och partikulérlésningen y, &r nagon
16sning till p(D)y, = g.

Bevis. Betrakta z = y — y, dir y och y, ar olika 16sningar till ekvationen. Pa grund av
linjériteten maste da

p(D)z=p(D)(y —yp) =p(D)y —p(D)y, =g —g=0.

Alltsa 16ser z den homogena ekvationen p(D)z = 0. Sa om vi har en partikulérlosning y, sa
att p(D)y, = g, sa ges samtliga 16sningar av denna partikulérlosning plus 16sningar yj, till
den homogena ekvationen p(D)yy, = 0.

, /“ Superposition av partikuldrlésningar
Om
9(@) = g1(x) + g2(x) + - - - + gn(2)

bestar av flera termer kan dven partikuldrlosningen delas upp i flera delar:
Yp = Ypr T Yp2 Tt Ypy
enligt superpositionsprincipen och sedan kan man lésa varje p(D)y,, = gr och summera

Yp = Yp1 T Ypo T+ Yp,

for att finna en total partikuldrlosning. Vi aterkommer med exempel pa detta senare.

3 Linjira DE av férsta ordningen med konstanta koefficienter

Forst lite repetition fran forra foreldsningen.

4

Definition. Om 3’ + f(z)y = g(x) kallar vi DE:n foér en linjir DE av forsta ordningen.




En sadan ekvation behover inte ha konstanta koefficienter, men om f(x) = a &r en konstant
visade vi da att

y(x) = Ce ™ + e“x/e‘“”g(a:) dx

ger samtliga l6sningar till ekvationen. Vi kallade y,(x) = Ce™** for den homogena lésningen

axr

och y,(z) = e~ e g(x) dx for en partikularlosning.

Lat oss formulera ekvationen som

p(D)y = g(z), dir p(D) =D +a.
Om vi anvénder forskjutningsregeln ser vi att

D (e*"y) = e**(D + a)y = e“"p(D)y

och alltsa ar
p(D)y=g(z) <& e “D(e"y)=yg(z)

(e"y) = e*g(x)

& My=0+ /e“”g(w) dx

(3

&S y=Ce @4 / e g(x)de.

Vi har alltsa "plockat ut” den integrerande faktorn ur p(D) med hjilp av forskjutningsregeln.
Detta ar grundstenen for tekniken vi kommer att anvinda for hogre ordningens ekvationer!

4 Linjira DE av andra ordningen med konstanta koefficienter

Lat oss utga fran en operator p(D) = D? + aD + b. Motsvarande polynom p(r) kan alltid
faktoriseras som p(r) = (r — r1)(r — r2) om vi tillater att r; och ry kan vara komplexa tal.
Losningar till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 bestams med f6ljande sats.

@ Losningar till den homogena ekvationen

Sats. Samtliga l6sningar till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 ges av

yp = C1e™* + Ce™*  om 11 # ry och

yn = (C1 + Cox)e™™ om 11 =19,

Bevis. Vi faktoriserar det karakteristiska polynomet p(r) = (r —r1)(r — rq), vilket leder till
pDyn =0 < (D —=r)(D—r2)yn = 0.
Lat z = (D — r9)y,. Da ar alltsa (enligt fallet av ordning ett)
(D—r1)z=0 <& z=Ae"".
Da blir
(D —ro)y, = Ae"® &y, = Be™* " / e " Ae™ dx.

5



Om 7y # ro foljer det alltsa att

yn = Bergz + erlz — Olerlz + 026r2$

rs—7r2

och om r{ = ry ar
yp = Be™* + Aze® = (Ax + B)e™”.

L

Exempel
Hitta alla losningar till 2y” + ¢ —y =0

Lésning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = 2r? +r — 1 och faktoriserar
detta:

p(r):2<7“—%> (r+1).

Losningarna &r alltsa r = 1/2 och r = —1 vilket ger 16sningarna

y(z) = Cre®’? + Che™™.

¢ Exempel
Hitta alla l16sningar till ¢’ — 4y’ + 13y = 0.

Lésning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = r* — 4r + 13 och undersoker
nér p(r) = 0:
p(ry=r*—4r+13=0 & r=243i

Komplexa rotter alltsa, men det gor inget. De homogena l6sningarna ges av

yn(z) = Ae+3)a | B3
= €2 (4% + Be~d)
= e?* (Acos 3z + iAsin3x + B cos3r — iBsin 37)
= e** (C) cos 3x + Cy sin 31)

dar C1 = A+ B och Cy = iA — iB. Men eftersom A och B redan ar godtyckliga konstanter
kan vi lika gérna se C och Cy som godtyckliga konstanter. Svaret blir alltsa att

y(x) = e** (C} cos 3x + Cysin 31) .

5 Losningar till icke-homogena ekvationer

Losningsgangen é&r i princip likadan nér vi loser alla linjara differentialekvationer med kon-
stanta koefficienter. Vi férsoker summera denna.



Losningsschema
Givet en ekvation y” + ay’ + by = g gor vi normalt sett foljande:

e Identifiera p(D) och skriv ned det karakteristiska polynomet p(r).
e Faktorisera p(r) (mojligen komplext) och notera speciellt rotterna r; och rs.

e Skriv ned alla homogena losningar y, = C1e™® + Cee”™® eller y;, = (Cy + Cox)e”
da r;y = r9. Om r; och ry &r komplexa kan vi vélja att skriva y, pa reell form med
cos- och sin-termer i stéllet:

yn(z) = e (C} cos px + Cysin fr)
dir ry o = a £ Bi.
e Hitta nagon partikuldrlésning y, till ekvationen.

e Formulera den allménna l6sningen y = y;, + y,. Hér finns obestdmda konstanter.

e Eventuellt bestam konstanterna C; och Cy om det finns villkor.

Det storsta problemet héar brukar vara att hitta partikuldrlésningen och vi kommer dgna en
hel del tid at detta problem. Det brukar kénnas lite ad-hoc (vilket det kanske &ven &r) och
man behover bygga upp lite kénsla for vad som ar lampliga ansatser.

/A Villkor pa l6sningar
Observera att hela 16sningen y = y;, + y, maste bestimmas innan nagra villkor sétts in
for att finna konstanterna Cy och Cy. Detta kan inte goras direkt pa homogenlosningen.

6 Partikulirlésningar

Nar vi letar en partikuléarlosning sa brukar vi ofta utga fran nagon slags ansats som verkar
rimlig och sedan bestdmma vilka virden parametrar i ansatsen maste ha. Om det gar att
valja parametrarna sa ér vi fardiga, annars maste ansatsen modifieras. Sa hur vet man vad
for slags ansats man ska gora?

6.1 Polynom
Om hogerledet bestar av ett polynom
p(D)y = q(z) = byx™ + by_12" '+ + byw + by

ansétter vi ett annat polynom som har minst samma grad som ¢(z). Hur hog grad som behovs
har att gora med hur p(D) ser ut. Ansatsen dr naturlig eftersom derivatan av polynom &r
polynom.



572 Exempel
Hitta en partikularlosning till 2y” +4' —y =3z + 1

Losning. Vi ansétter y,(x) = Az + B eftersom vi vill matcha ett forsta-grads polynom. Da
ary” =0ochy = A, sa

A—(Az+B)=3z+1 & A-B=1lochA=-3 & A=-3ochB=-4

Partikulérlosningen ges alltsa av y,(z) = —3z — 4. Kontrollera att detta fungerar!
Om vissa termer "saknas” i p(D) kan vi komma undan med enklare ansatser.

572 Exempel
Hitta en partikuldrlésning till y” + 2y’ = 3x + 2.

Losning. Vi vill matcha grad 2, men ser i HL att konstant saknas och att det i VL saknas y-
term. Alltsa ansétter vi y, = Ax® + Baz? + Cx och ser att

6A =1,
6Az + 2B +2 (342> + 2Bz + C) =3z + 1> & < 6A+4B =3,
2B +2C = 0.

Alltsa maste A =1/6, 4B =2sa B =1/2, och C = —B = —1/2. Var partikularlosning &r

alltsa

1'3 ZEQ €T

yp(x)ngF?—a
Vad hénder om vi gor fel ansats? Det blir inte varre dn att vi hamnar i en situation dar vi
inte kan bestdmma konstanterna. Ténk till exempel om vi inte tar med C'z-termen i ansatsen
ovan. Da blir den sista ekvationen 2B = 0, sa B = 0. Men da &r bade 6A = 3 och 64 =1
vilket sa klart inte gar. Hamnar vi hér far vi géra om ansatsen! Hur? Légg till fler termer
om du inte kommer pa nagot béttre.

6.2 Exponentialfunktioner

Uttryck innehallande exponentialfunktioner e** (a kan vara komplex) kan transformeras med
ansatsen z(x)e® vilket normalt sett reducerar fallet till nagot enklare. I fallet med konstanta
koefficienter kommer vi ihag forskjutningsregeln:

p(D)(z(x)e™) = e*"p(D + a)z.

Vi aterfar alltsa funktionen e efter alla deriveringar (inte forvanande egentligen) och kan
forkorta bort denna om den forekommer i alla termer i hogerledet (eftersom e** # 0).

N

5% Exempel
Hitta alla 16sningar till 3’ — 3y’ + 2y = ze*®.




Lésning. Vi vet att p(r) = r> —3r +2 = (r — 2)(r — 1) och dérmed att vi soker y, sa
att p(D)y, = ze**. Vi ansiitter y,(z) = z(x)e* och ser vad som hiinder:

p(D) (2(z)e*) = ze®* & p(D +2)z(z) = we*”
& p(D+2)z(x) ==z
& (D-242)(D-1+4+2)z2=DD+1)z=z
=

2+ =

Vi soker en 16sning, sa vi ansétter z(z) = Az? + B vilket ger

1
2A+2Axr+B=2x & 2A+B=0o0ch24=1 <& AZEOChB:—l.

2
Vi far alltsa y,(z) = <% — x) e*,

Den homogena delen far vi direkt fran faktoriseringen: yy,(z) = C1e** + Cye®. Enligt super-
positionsprincipen far vi nu att samtliga l6sningar ges av

2
y(z) = yn(z) + yp(x) = C1e™ + Cae” + (‘% - x) e,

Alternativt. Vi kan #ven direkt sitta in y, = z(x)e** och derivera pa utan att anvinda

forskjutningsregeln. Vi har da att y, = (2’ 4 2z)e* och att y) = (2" + 22" + 22/ + 4z)e™
vilket ger att

p(D)(2e**) = (2" + 42" 4+ 42)e* — 3(2' + 22)e™ + 2ze* = (2" + 2/)e™.

Om detta ska bli ze?®* maste alltsa 2" + 2’ = x och vi ér tillbaka dér vi hamnade med forra
metoden.

6.3 Sinus och cosinus

Dessa kan behandlas pa olika sdtt. En variant dr att betrakta dem som real- respektive
imaginardel av en komplex exponentialfunktion. Alternativt ansétts en linjarkombination
av sinus och cosinus med samma frekvens som i hogerledet. Dessa alternativ kan behova
modifieras om ansatsen matchar de homogena losningarna.

N

08 Exempel
Finn alla 16sningar till 3" + 3 — 6y = 2sin 2x.

Lésning. Lat p(r) = r2 +r — 6. De homogena 16sningarna ges av
yn(z) = Cre* + Cye ™"

eftersom p(r) = 0 har 16sningarna r = 2 och r = —3 och faktoriseringen p(r) = (r—2)(r+3).
Vi vill ha ut 2sin 2z, sa det &r rimligt att ansdtta en partikuldrlosning av formen

yp = Asin2z + B cos2x

9



eftersom den typen av funktioner dyker upp nér man deriverar. Vi riknar ut vad som héander
med ansatsen:

yg—i-y;—ﬁyp = —4Asin2x—4B cos 2x+2A cos 2e—2B sin 2e—6A sin 2x—6B cos 2z = 2sin 2.
Vi matchar sin 2z-termer och cos 2z-termer och finner att
—4A —-2B —6A=20ch —4B +2A —6B = 0.

Alltsa ar A = —5/26 och B = —1/26. Vi har ddrmed

1
Yp(x) = ~5 sin 2x — 2g 08 2.

Den fullstédndiga 16sningen ges av

5 1
Y=Yn+Yp= C1e%® + Che™3% — % sin 2z — % cos 2.

Alternativt. Eftersom sin 2z = Im e%*? betraktar vi ekvationen p(D)y = 2¢*2.

For partikuldrlosningen anvinder vi forskjutningssatsen och ansatsen y,(z) = z(x)e?:

p(D) (2(z)e*™) =2e*" & ¥ p(D + 2i)z(x) = 2e**
& p(D+20)z(x) =2
& (D—2+2)(D+3+2i)z=2
&  (D*+ (1+4i)D — 10+ 2i)z = 2.

Detta ser riktigt bokigt ut men vi soker bara en partikulérlésning, sa vi ansétter z, = A. Da

" N R .
ar (—10 +2i)A =2, eller A = 5% 56 Alltsa,

- 1 >
Yp(7) = 2,()e*™ = (—— — —z) (cos 2x + isin 2x)

26 26
B —cos 2x + Hsin 2z sin 2x + 5 cos 2z
- 26 ! 26 '

Vi finner nu var sokta partikulérlosning genom att ta Im y,(z), vilket stémmer Gverens med
vad vi tog fram ovan med den reella metoden. Observera att vi hér pa kodpet dven far en
partikulérlosning for hogerledet cos 2z (hur?). Detta alternativ bygger pa att ekvationen &r
linjér sa superpositionsprincipen fungerar och vi kan dela upp i real- och imaginéardel.

10



TATA42: Forelasning 9
Linjara differentialekvationer av annu hogre ordning

Johan Thim*

10 januari 2017

1 Linjara DE av godtycklig ordning med konstanta koefficienter
Vi kommer nu att betrakta linjdra differentialekvationer av hégre ordning:
Y™ (@) + a1y (@) -+ @y (@) + aoy(x) = g(x)
dér vi som vanligt kan skriva
p(D)y(x) = g(z), med p(D) = D" +an D"+ -+ a1D +ao.
Det karakteristiska polynomet
p(r) =" + p_yr™ o agr + ag
kan faktoriseras enligt
p(r) = (1 = 1) ™ = 1) - (r = )™
dér my +mg + -+ +my = n och r; # r; da ¢ # j. Detta innebér alltsa att roten 7; har
multiplicitet m;.

Med samma teknik som tidigare (iterativt l6sa ekvationen genom att eliminera en derivata
i taget; se forra forelasningen) kan vi visa foljande sats.

@ Losningar till den homogena ekvationen

Sats. Samtliga l6sningar till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 ges av

yn = q1(2)e™" + qo(x)e™® + - - + g (x)e™?,

dér ¢;(x) ar godtyckliga polynom sa att grad ¢; < m; — 1.

*johan.thim@liu.se



Detta innebédr att om r; dr en enkelrot (m; = 1) sa &r ¢;(z) = A en konstant. For en
dubbelrot ges ¢;(z) = Az + B, for en trippelrot har vi ¢;(z) = Ax? + Bz + C och sa vidare.
Observera att r; sa klart kan vara komplexa tal, och i sa fall &r r; ; = a ¢ (om vi har reella
koefficienter) dér r; dr den konjugerade roten och

C1e"" + Oy = e** (A cos fx + Bsin fx)

for godtyckliga konstanter A och B.

2 Superposition

Superpositionsprincipen fungerar sa klart fortfarande eftersom ekvationen &ar linjar. Vi kan
alltsa dela upp losningen for en godtycklig linjar DE i en del som 16ser den homogena ekva-
tionen och en partikulérlosning. Vi upprepar satsen fran forra foreldsningen.

<>

e

Sats. Samtliga losningar till p(D)y = ¢g kan delas upp i tva delar: y = yj + y,, dér den
homogena l6sningen y;, loser ekvationen p(D)y, = 0 och partikulérlésningen y, &r nagon
16sning till p(D)y, = g.

Bevisen for dessa satser dr analoga med fallet for ordning tva.

572 Exempel
Hitta alla l6sningar till v —y" +¢ —y =2 + 1.

3

Losning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = r3 —r?+r —1 och faktoriserar

detta:
p(ry = —D0*+1)=(r—1)(r +i)(r—1).

De homogena losningarna ges alltsa av
yn(x) = Cre™™ + Ae™ + Be ™ = Cie ™ + Cycos x + Cssin z.

Vi séker en partikuldrlosning y, och ansétter y, = Cx+ D eftersom hogerledet &r ett polynom
av grad ett. Da blir

p(D)y,=C—(Cz+D)=2+1 < (C—-D=1loch-C=1 <& C(C=-1lochD=-2

Svaret ar alltsa
y(xr) = Cre ™ + Cycosx 4+ Cysine —x — 2.

Varfor inte ett lite mer urartat fall.



572 Exempel
Finn alla l6sningar till " — 3y” + 3y’ — y = 2¢”.

Losning. Det karakteristiska polynomet ges av p(r) = r3 — 3r? 4+ 3r — 1 vilket vi kiéinner igen
fran Pascals triangel, sa p(r) = (r — 1)® (visa detta). Alltsa &r

yn = (A2 + Bz + C) ¢”

enligt satsen ovan. Testa att p(D)y, = 0. Vi ser dven att losningarna till den homogena
ekvationen krockar med hogerledet sa det riacker inte med en enkel ansats (detta fenomen
brukar kallas resonans). Vi ansitter darfor y, = z(x)e”. Forskjutningsregeln ger att

p(D) (2(z)e®) =2 & p(D+1)z2=2" & pD+1)z2=2 & D2=:8=2
o e . 2% a?
Vi soker en partikuldrlosning z,, sa vi tar helt enkelt z, = - - 3 Testa att detta

3
x
fungerar! Var eftersoka partikulérlosning ges nu av y, = 36‘76. Totalt sett har vi

3:3
Y=yn+yp= (§+A:r2+Ba:+C) e”.

@ Modifierad ansats

Om hogerledet "krockar” med de homogena losningarna kan man komma undan med att
modifiera ansatsen genom att multiplicera med x* dir k &r multipliciteten for roten till det
karakteristiska polynomet som orsaker konflikten. Exempelvis ser vi i foregaende exempel
att e” krockar med en homogen 16sning eftersom r = 1 &r en rot till p(r). Dessutom &r
detta en trippelrot sa vi maste ansétta y,(z) = Az® for att hitta en partikulérlosning.
Om vi betraktar y, ser vi att vi maste "ta oss forbi” dessa termer av grad < 2. Med
ansatsen y,(z) = z(z)e” sker detta automatiskt sa denna metod é&r lite enklare.

Lat oss upprepa en uppmaning fran forra foreldsningen.

/8\ Villkor pa l6sningar
Observera att hela 16sningen y = y;, + y, maste bestimmas innan nagra villkor sétts in
for att finna konstanterna i y;,. Detta kan inte goras direkt pa homogenlésningen.

N

¢ Exempel
Finn alla 16sningar till 4" — 49" 4+ 5y’ = 12 cos 3z sa att /(0) = 0, y(0) = y(27) = 2.




Lésning. Lat p(r) = 73 — 4r? + 5r. Vi ser att
p(r)y=r(r? —dr +5) =r(r—(2—19)(r—(2+1)).
De homogena losningarna ges av
yn(r) = Oy + ¥ (Cysinx + C3cos ).

Vi vill ha ut cos3z, sa det &r rimligt att ansédtta en partikulérlosning av formen y, =
Assin 3z + B cos 3x eftersom den typen av funktioner dyker upp nér man deriverar. Vi rdknar
ut vad som hédnder med ansatsen:

p(D)y, = — 27TAcos 3z + 27Bsin 3z — 4(—9Asin 3x — 9B cos 3z) + 5(3A cos 3x — 3B sin 3z)
= (—12A +36B) cos 3z + (36 A + 12B) sin 3x.

Vi matchar sin 2z-termer och cos 2z-termer och finner att
—12A 4+ 368B =12 och 36A + 12A = 0.

Alltsa ér A = —1/10 och B = 3/10. Vi har alltsa

3
yp(z) = T sin 3z + 1o ¢ 3x.

Den fullstdndiga allménna 16sningen ges av

1 3
y = C1 + e** (Cysinx + Cscos ) — Esin&v—i— 1—0008355.

Vi ska nu (inte tidigare) bestdmma konstanterna. Vi har y(0) = Cy + C5+3/10 och y(27) =
Cy + e*™C3 + 3/10. Om y(0) = y(27) maste alltsa C3 = 0. Sen &r y(0) = y(27) = 2,
sa C1 4 3/10 = 2 eller Cy = 17/10. Nu behéver vi derivera lite:

Y () = e ((20y — Cs) sinx + (Cy + 2C3) cos ) — % cos 3z — % sin 3z

sa y'(0) = Cy +2C5 —3/10 = 0 men C3 = 0 sa Cy = 3/10. Svaret blir nu

17 3
y(m) = E + 1—06% sin T — E sin 3x + E cos 3x.

N

Q" Exempel
Los ekvationen y™® + 2y” + y = sin z.




Losning. Lat
p(r)y=r*4+2r + 1= (1 +1)> = (r +4)*(r —9)>
Alltsa ges de homogena losningarna till p(D)y, = 0 av
yp = (Crx 4+ Cy) cosx + (Czx + Cy) sin z.

Vi ser nu att vi far problem med ansatsen for hogerledet eftersom sinx &r en 16sning till den
homogena ekvationen. Att bara multiplicera med x hjélper inte heller eftersom &ven x sin x
ar en homogen l6sning! Var ansats blir

y, = Ax’sinz + Bx? cos z.
Vi deriverar lite och finner att
p(D)y, = — 12Asinz — 8Az cosz + Az®sinz — 12B cos ¥ + 8 Brsinz + Br? cos
+2 (2A sinx + 4Az cosx — Az?sinx + 2B cos & — 4Bx sinx — Bx? cos m)
+ Az*sinz + Ba? cosx
= — 8Asinz — 8B cos .
Alltsa maste A = —1/8 och B = 0. Vi har nu alltsa

r2sinx

(Ciz + Cy) cosx + (Czx 4+ Cy) sinx —
Alternativt kan vi betrakta "hjélpekvationen”
w(4) + Qw” 4w = eiac

och sedan ta y(x) = Im w(z) for att hitta samma svar som ovan. Med férdel anvénder man
hiir forskjutningssatsen nér man finner en partikuléirlésning med ansatsen w,(z) = z(z)e™.

N

¢ Exempel

Los ekvationen y® — 64y = 32.

Losning. Det karakteristiska polynomet blir p(r) = r% — 64 som har rétterna
k
r = 2exp (z%) . k=0,1,2,3,4,5.

Jamfor med ekvationen 2% = 64 fran Grunken! Alltsa ges 16sningarna till den hiir ekvationen

av
° mk
Yp = kz_; C exp (2 exp (z?) x) .
En partikulérlosning finner vi genom att ansétta y, = A och se att —64A = 32, eller
ekvivalent, att A = —1/2, sa enligt superpositionsprincipen har vi

1 ° .k
y(x) = —3 + ;C’k exp <2 exp (z;) m) :

Vi kan formulera om detta pa reell form (med andra konstanter C;):

1 2 2 2
y(xr) = — 5+ Cre* + Coe ™ + exp (7962) ((]3 cos 79; + Cysin 7%)

N ( 2x o 2x O 2x
exp | ———= 5 COS — 6sIn — | .
V2 V2 V2
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3 Ekvationer med icke-konstanta koefficienter

Vi avslutar med en typ av ekvation dér vi har koefficienter som beror av x pa ett speciellt
sitt, ndmligen de sa kallade Eulerekvationerna. Dessa har formen

2"y (2) + a1ty (@) + -+ ey (@) + agy(e) = g(x),

sa vi ser att varje derivata av ordning k har koefficienten az*. Denna speciella ekvation kan
vi 16sa genom att byta variabel till #+ = Inz. Det verkar rimligt eftersom ¢’ = 1/z = 27!
och varje gang vi deriverar ¢ sdnks exponenten ett steg till, vilket borde kunna kompensera
for o fore y*). Man kan visa att detta alltid reducerar ekvationen till en ekvation for en
funktion z(t) = y(e') som har konstanta koefficienter (och dérfor kan losas med tidigare
tekniker). Vi visar ett par steg. Forsta derivatan fas enkelt till

d

2(t) = Sulel) = y'(e)e!

say'(e') = e2/(t). Vi deriverar nu detta uttryck en gang till (bade produkt och kedjeregeln):

Z//(t) — %(y/(et)et) — y//(et)€2t 4 y/(et>et — y//(€t>€2t 4 Z/(t)

sa y”(e') = e 2 (2"(t) — Z/(t)). Sen kan vi fortsitta:
d
Z///(t) — d_ (y//(et>€2t 4 y/<€t)€t)

:y ( )€3t+2y//( )e (et)e2t+y/(€t)et
=y"(e )e3t +3(2"(t) — (¢t )) +2/(t)
(1))

vilket ger y"”' (") = e~ (2" (t) — 32"(t) 4+ 22'(t)) och s& vidare.

N

5% Exempel

Finn alla 16sningar till z%y"” — 2y’ = 12 — 4x.

Losning. Lat t = Inx. Da ér x = €' och vi later 2(¢) = y(e'). Enligt ovan blir nu
w3y —2xy =12 —4dx & 2" -3 =12 — 4.

Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = r® — 3r?2 = r?(r — 3). De homogena
l6sningarna ges alltsa av
Zh(t> = 01€3t + Ogt + 03.

Vi ansitter en partikulérlosning z,(t) = At? + Be'. Da blir
2z, — 3z, = Be' —6A — 3Be' = —2Be' — 6A =12 — 4¢,
sa 12 = —6A och 2B = 4. Alltsa maste A = —2 och B = 2. Vi har totalt sett l6sningarna
2(t) = 2 (t) + 2,(t) = C1e* + Cot + Cs — 2t* + 2¢.
Vi byter tillbaka till variabeln x och erhaller da

y(x) = C12® + Cylnz + Cy — 2In’ z + 2z.
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4 Kontroll av 16sningar

Vad betyder det egentligen att p(D)y(z) = h(x) och, e.g., y(0) = ¢'(0) = 07 Vi har nu
tagit fram verktyg for att hitta nagot magiskt y(x) som man svarar med och far poéng pa
tentan. Men vad &r egentligen y(x)? Dessa funktioner dr inget annat &n precis de funktioner
som loser ekvationen p(D)y(xz) = h(x) i nagot intervall ]a,b[ som bestédms tillsammans
med y(z). Losningen uppfyller ocksa eventuellt nagra givna villkor. Vi kan alltsa alltid testa
om vi verkligen har 16st uppgiften genom att sétta in vart svar i ekvationen och testa. Aven
om den hér kontrollen inte kravs bor man genomfora den!

¢ Exempel
Visa att y(z) = C1e** + 3z + sin x 16ser ekvationen y” — 2y + vy — 2y = 6(z — 2* — 2) for
alla konstanter C.

Losning. Vi deriverar pa och far

' =20C1€*® 4 6z + cos
y' = 4C1e** +6 —sinx

y" = 8C1e* — cosx
och sétter vi in dessa uttryck i ekvationen far vi

y" — 2 +y — 2y = 8C1e* — cosx — 2(4C1e*” 4 6 — sinx) + 2C,e** + 62 + cosx
—2(C1e* + 32° +sin )
=C1(8—8+2—2)e** +(—1+1)cosz + (2 —2)sinz — 12 + 62 — 627
=6(x — 2% - 2).

Vi kan dven utifran kénda losningar konstruera ekvationer som far precis dessa l6sningar.

N

08 Exempel

Hitta en differentialekvation som har precis 16sningarna (Ae?® + 1) cosz + Be** sin .

Lésning. Vi kan identifiera att det dr e2*(A cos x + Bsin x) som iir de homogena lésningarna
och att cosz ar en partikulérlésning. Vi borjar med att konstruera en ekvation som har
korrekta homogena losningar. Vi ser att pa komplex form maste termerna e>*9? finnas med
sa det karakteristiska polynomet maste ges av p(r) = (r — (2+1))(r — (2 —1i)) = r? — 4r +5.
Saledes dr den homogena ekvationen y"” — 4y’ + 5y = 0. Nu vill vi att y, = cosz ska vara en
partikuldrlosning sa vi undersoker vilket hogerled som ar nodvéndigt:

Yy, — 4y, + 5y, = —cosx — 4(—sinz) + 5cosz = 4cosx + 4sinx.
Svaret blir alltsa ekvationen y” — 4y’ + 5y = 4cosx + 4sinx.

7



5 Generell struktur

Foljande stycke handlar om linjar algebra och kopplingen till linjara DE. Spara det till ni
har last kursen i linjar algebra.

Eftersom p(D) ar linjdr kan vi addera tva homogena losningar och fa en ny homogen 16sning
samt dven multiplicera en homogen losning med en konstant och erhalla en ny homogen
16sning. Detta argument visar att méngden av homogena lésningar utgor ett vektorrum V.
Detta rum ér alltsa méngden av alla 16sningar y till ekvationen p(D)y = 0. I klassisk teori be-
traktar man V' som ett underrum av C™ (alla n ganger kontinuerligt deriverbara funktioner),
vilket &r ett naturligt krav med tanke pa den hogsta derivatan som ingar.

Om detta kan mycket skrivas, men fokus hér &dr pa strukturen av 16sningsrummet V. Vi
vet fran satsen i foregaende avsnitt att det i de enklaste fallen finns n stycken olika rotter
som vardera ger upphov till en exponentialfunktion som homogen 16sning. Finns det multipla
rotter till polynomet ges homogena l6sningar som polynom ¢(z) ganger exponentialfunktioner
och &ven hér finns det precis n stycken olika sorters funktioner (exempelvis e® och ze®
betraktas som helt olika). Detta #r ingen slump utan dessa n typer av funktioner utgor en
bas for vektorrummet V. Konstanterna i den allménna homogena losningen skapar alltsa en
linjarkombination av basvektorerna. Den allmédnna homogena l6sningen beskriver alltsa en
godtycklig vektor i rummet V.

6 Ansatser for partikularlésningar

Vi avslutar med en tabell for ansatser till partikuldrlosningar. Rimligheten i ansatserna
kommer fran att fundera 6ver vad for slags funktioner man behover skicka in i en DE for
att fa ut det hogerled man vill ha. Observera att ansatsen z(z)e® (med a € C eventuellt)
kan anvéndas i stéllet for de varianter som innehaller termer e**, vilket reducerar problemet
till en enklare DE for z dar vi har fatt bort exponentialtermen. Detta géller dven i fallet da
hogerledet innehaller termer av typen e cos bz eller e sin bz. Ekvationen reduceras da till
en ekvation for z dir hogerledet endast innehaller sin bz och/eller cos bxz. Kom &dven ihag att
man kan hitta partikuldrlosningar for sadana hogerled genom en komplex hjilpekvation (hur

da?).



Tabell 1: Ansatser fér partikuldrlosningar.

Hogerled

Ansats

Undantag’

anx" + an_lx"’1 + -+ a1x + ag

(D™ + bp_12™ 7+ o 4 b + by)
22 (bpx™ + by 12"+ -+ 4 by + by)

r =0 rot
r = 0 dubbelrot
r = 0 trippelrot

Ajsinkx 4+ Ag cos kx

By sinkx + By coskx
x(By sin kx + B; cos kx)

r = +ik rot
r = +ik dubbelrot

2?(By sin kx + By cos kx) r = *ik trippelrot
e a€C Be® r = a rot

Bze® r = a dubbelrot

Bx?e r = a trippelrot
q(z)e™” z(x)e™ inga undantag?®

Aie® cos fx + Age®” sin fx

B1e** cos fx + Boe™ sin fx

r=a=x1f rot

1 Om undantagsfallet intréffar forsoker vi med ansatsen pa nésta rad.
2 Ger ekvation for z. Nytt hogerled dir e®® forsvunnit. Hitta en 16sning till denna ekvation! Metodval

beror pa g(x).






TATA42: Foreldsning 10

Tillampningar av potensserier

Johan Thim*

10 maj 2017
Vi har introducerat potensserier
fz) = chxk =co+ ax + cox® + sS4 -
k=0

och visat att dessa har en konvergensradie R sadan att serien &r absolutkonvergent nér |x| <
R och divergent nér |z| > R. Vi tillater R = 0 (konvergent endast i x = 0) och R = oo
(konvergent for alla x). Vi konstaterade att for |x| < R gick det att termois derivera och
integrera potensserier:

/ S - z S c
x) = E kepah! och /0 f(t)dt = E ’ b
k=1 k=0

dér dessa "nya” potensserier har samma konvergensradie.

1 Losningar till DE pa serieform

o
Genom att ansétta en l6sning som en serie y(z) = chxk och lata ekvationen ge villkor

k=0
pa koefficienterna ¢, kan man ofta hitta l6sningar till DE:er som man inte kan 16sa med de

metoder vi tidigare anvént. Speciellt i de fall da vi inte har konstanta koefficienter eftersom
dessa dr svara att behandla. Men lat oss bérja med nagot "enkelt.”

5% Exempel
Utnyttja att den unika 16sningen till ¥ —y = 0, y(0) = 1, ges av y(x) = e* for att
hitta en serieutveckling for e”.

oo
Losning. Vi ansétter en potensserie pa formen y(z) = E crx® och undersoker nir denna

k=0
16ser differentialekvationen. Vi skriver ut den termvisa deriveringen av y(z) och indexerar

om serien sa vi summerar termer av typen x* i stillet for 2%~

’x):chkx Z (k + 1) cpara®.
k=1 k=0
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Nu soker vi koefficienterna c;, sa att

0=1y'(z Z k4 1) gz — chxk = Z((k’ + 1)cgrr — ck)xk
k=0 k=0 k=0

dér vi utnyttjar att bada serierna ar absolutkonvergenta for att sla ihop summorna. For att
detta nu ska bli noll for alla = (med || < R) maste (k4 1)cpy1 — ¢, =0 for £ =0,1,2,3, ...
Vi vet ocksa att y(0) = 1 vilket ger att ¢g = 1 (varfér?). Med andra ord uppfyller ¢, det
rekursiva sambandet ¢g = 1 och ¢x1 = ¢ /(k+ 1) for k = 1,2,... Vi itererar nagra steg och
ser vad som hénder:

Co = 1
C1 = 0 =1
0+1
C1 1
Co = = —
fTI+1 2
Co 1
C3 = = —
2+1 2-3
C3 . 1
“T371 234
Cr 1
C = =
TR (k+ 1)
ok
Vi far alltsa serien y(x) = o . Konvergensradien blir R = oo eftersom
k=0
[/ (k + 1)
I jlel =2 7lel =0,
|z |k k! (k + 1)

da k — oo. Vi kénner igen svaret fran Maclaurinutvecklingen av e”’.
Vi kan dven komma at ekvationer vi inte kunnat l6sa tidigare som i foéljande exempel.

0 7

Exempel

Finn alla 16sningar till ekvationen y”+xzy'+y = 0 som kan uttryckas som en potensserie.

Losning. Vi ansétter y(x Z cpx®. Da blir
k=0
xy = Z ket = Z kepa® = Z kepa®
k=1 k=1 k=0
y"' = k(k —1)cpat™2 = Z(/{: +2)(k + 1)cpyoz”
k=2 k=0

dér vi indexerat serierna lampligt for att nu kunna undersoka ekvationen:

0=y " +ay +y= Z((k+2)(k+ 1)cgyo + kex + ) x
k=0
Z k -+ 2)Ck+2 -+ Ck)

k=0



vilket medfor att cpio = — for k =0,1,2,... Eftersom cg,o bara beror pa ¢, kommer

Ck
k+2
det att dyka upp tva "sorters” termer (det &r tva steg mellan k och k + 2). Vi skiljer darfor
nu pa udda och jamna k. Forst jamna index. Alltsa,

Co
CQ—_5
(&) Co
‘=T
Cy Co
cg= —— = —
6 6 2.4-6
o — _Cgk 2: (-1)k00 :(—1)k60
2" 2k 2-4-6---2k 2.kl
och for udda k,
(&1
ng—g
C3 C1
=% 735
Cr C1
Cr= — — = —
! 7 3.5-7
c _ Cok—1 _ (—1)k61 _ (—1)k2kk"61
2k 2%k+1 3-5-7---(2k—+1) (2k + 1)!

Ibland anvénder man skrivsittet (2k+1)!! = (2k+1)(2k —1)(2k—3) - - - 5-3, dvs produkten
av alla udda positiva heltal mindre #n eller lika med 2k + 1. Analogt kan man definiera (2k)!!
som produkten av de jimna heltalen. Vi kan nu skriva upp hur 1ésningarna y(z) ser ut:

i $2k+C Z 2k +21 k! Jf2k+1.

k=0

For vilka 27 Vi undersoker konvergensradierna och ser att dessa dér R = oo i bada fallen.
Vara losningar 16ser alltsa ekvationen pa hela R. Konstanterna ¢y och ¢; ér godtyckliga och

kan till exempel bestdmmas om begynnelse- eller randvillkor &r givna.
2

Den forsta serien kan vi utan allt fér stora problem se blir ¢qexp 5 (visa det). Den

andra serien &r lite svarare att analysera. Man kan dock visa att den kan skrivas

2 :pz) /5’5|\/§/2 )
c1 exp | —— exp (s”) ds.
’-73\\/5 ( 2 0 ( )

Vi ritar upp funktionerna for ¢y = ¢; = 1. Den grona &r den udda serien och den blaa den
jamna.




8

Inte direkt den typen av funktioner vi funnit tidigare nér vi lost linjira DE av andra ord-
ningen! Foljdfraga: dr y(x) enligt ovan den allménna losningen till ekvationen i fraga eller
finns det fler?

Vi kan dven prata om potensserier kring andra punkter &n x = 0; jamfor med hur vi gick
fran Maclaurinpolynom till Taylorpolynom. Vi arbetar alltsa i det héar liget med serier

Z en(x — o)k

k

o0

0

Analytisk funktion

Definition. En funktion f kallas analytisk i en punkt x = xg om det finns ett 6ppet

intervall I =]zg — ¢, 20+ [ sa att f(z) = Z cr(r — x0)" for alla x € I. Med andra ord

k=0
sa konvergerar potensserien till f néra x

Nér vi ansétter potensserier for att 16sa DE soker vi alltsa analytiska losningar (atminstone
analytiska i = 0). Det dr vért att notera hér att det finns funktioner som &r kontinuerligt
deriverbara till och med oédndligt manga ganger men som fortfarande inte adr analytiska.
Betrakta exemplet fran forelisning 3 dir f(z) = exp(—1/2?) for  # 0 och f(0) = 0.
Maclaurinserien till denna funktion &r identiskt lika med noll (samtliga ¢, = 0) vilket sa
klart endast stdmmer Gverens i just x = 0 (det finns alltsa inget Gppet intervall). Men i
ovrigt ar funktionen snéll. Men man kan konstruera exempel som inte dr analytiska i en
enda punkt. Exempelvis ar

f(x) = Z eV cos kx
k=1

faktiskt en funktion som &r odndligt manga ganger kontinuerligt deriverbar men som inte ar
analytisk i en enda punkt. Kul val Dagens patologiska exempel dr diarmed avklarat. Faktum

4



ar att méangden av snilla funktioner som inte &dr analytiska i en enda punkt &r betydligt
storre! dn méngden av analytiska funktioner.

Det &r inte heller sa trevligt att alla analytiska funktioner enkelt kan representeras som sa
kallade elementéra funktioner. Exempelvis gar losningarna till foljande DE under namnet
Airy-funktioner.

0 7

Exempel
Finn alla analytiska (i = 0) 16sningar till 3 — xy = 0.

o0
Losning. Vi soker analytiska 16sningar och ansétter da en potensserie y(x) = Z ek, Da
k=0

ges ekvationen av
oo

crk(k — 1)z — Z T
2 k=0

T
hgE

k

[e.9]

Crpo(k+2)(k + 1)k — Z Cr_1 2"

0 k=1
)

=23+ Y (crsalki+2)(k +1) — cpq)2”
k=1
Alltsa maste ¢; = 0 och for £k = 1,2,... maste cxio = cx—1/(k + 2)(k + 1). Vi erhaller
alltsa 3 "sorters” koefficienter sa vi betraktar csy, c3ry1 och capio. Det foljer fran att ¢o = 0
att capao = 0 for £ =0,1,2,.... Vi fortsiatter med cz;:

I
W

i

Co
C3 = ——
732
C3 Co
66: —=
6-5 6-5-3-2
Cyq Co
Cg:—:
6 9-8:6-5-3-2
C3k—3 (3]€—2>”‘C0
C3k = = )
3k(3k — 1) (3k)!

déar n!!! definieras som produkten av alla heltal n, n — 3, n — 6, n — 9 och sa vidare till vi
hamnar i 1, 2 eller 3. Exempelvis ar 12!!! =12-9-6-3 och 14!!! = 14-11-8-5-2. Pa liknande
siatt har vi

C1
C4 = ——=
1T 43
Cy C1
c: g
U796 7-6-4-3
Cr C1
C10

~10-9 10-9-7-6-4-3

C3k—2 (Sk' + ].)'” C1
C3k+1 = = |
3k(3k+1)  (3k+1)!
T Baires mening. Mingden av funktioner analytiska i nagon punkt — sett som delmingd av C°([)
pa ett intervall I — &r av den forsta kategorin. Detta innebér att den mingden &r betydligt mindre &n

komplementet som bestar av C°°-funktioner pa I som inte &r analytiska i en enda punkt.



Vi kan nu skriva upp hur lésningarna y(x) ser ut:

=, (3k — 2)!!! = (3k + D!,
:COZ( 3k|) xgkﬂlz( ) oy

— — (3k + 1)!

Vi later hiar (—2)!!! = 1 for att underldtta notationen. For vilka 7 Vi undersoker konver-
gensradierna och ser att dessa dr R = oo i bada fallen. Vara losningar 16ser alltsa ekvationen
pa hela R och &r analytiska pa hela R ocksa. Dessa funktioner brukar som sagt kallas Airy-
funktioner och vi kan definiera

= (3k —2) =, (3% + 1)!!
AI(CL') _ Z ( ) :L‘Sk och Z +1 3k:+1

|
=0 3k! — 3k + 1

for x € R. Vi skissar upp funktionerna (den bla dr Ai(z) och den grona ar Bi(x)).

Y

9. N0, W DN I ,
o8/ —\&//—2 2

—0.5 +

Dessa funktioner &r speciellt roliga eftersom de forst beter sig svingande innan de "plotsligt”
bestammer sig for att agera som exponentialfunktioner i stéllet. Fascinerande!

2 Maclaurinserier

Entydlghetssatsen for Maclaurmutveckhngar medfor att om f ar en analytisk funktionixz =0
F0(0)
kL

sa maste f(x Z I k'( )x , dvs en potensserie f(x) = Z crz® maste ha ¢, =
k=0

5% Exempel
Lat oss aterigen betrakta f(z) = e*. Vi visar att r(z) — 0 for varje x € R om antalet
termer i Maclaurinpolynomet gar mot odndligheten.

Losningar. Vi vet att Lagranges form pa resttermen for utvecklingen av ordning n ges

3
av r(x) = ﬁx"“ for nagot & mellan 0 och x (dér « ar fixt). Da &r
3 Elp|m
r@l < et < S g i oo
(n+1) (n+1)!

6



enligt standardgrinsviirde eftersom a™/n! — 0 da n — oo (vi later alltsa a = |z| och €& <
el?l < 00). Eftersom resttermen gar mot noll har vi visat att

Kan vi komma at resultat av denna typ utan att ga via Lagranges restterm?

N

Exempel

ce -1 k .2k
Visaattcosxzz( V@

2 DI konvergerar for alla .

Losning. Direkt via kvotkriteriet erhaller vi att
’ (_1)k+1x2(k+1) (Zk)! |l,|2

. = —0
(2(k + 1) (—1)kz2k (2k +2)(2k + 1) ’

da k — oo. Serien har alltsa konvergensradie R = oo. Eftersom cosx dr kontinuerligt deri-

verbar oéndligt manga ganger och Maclaurinkoefficienterna fér cos x ges av koefficienterna i

serien ovan medfor entydigheten att detta dr Maclaurinserien for cos x.

Vi sammanfattar nagra av de kiinda Maclaurinserierna med deras respektive konvergensom-
raden. Jamfér med motsvarande Maclaurinutvecklingar fran foreldsning 3.

g Maclaurinserier
2 3 n
() =142+ + 4+t —00<z< 0.
2 3! n!
JI2 I'?’ "
i) In(1+2) =2 — — 4+ — — o b ()" 1<z < 1.
2 4 2%k
(iii) cosx:1—%+%—---+(—1)k(;k)!—I— , —00 < & < 00.
3 5 2k—1
(iv) sinx:a:—%+357—!—---+(—1)k_1(22_1)!+- , —00 < x < 00.
—1 -1 —2
(1+x)a::r+oz:c—|—a( ):L'2 ala )'(a >:L’3—|—
(v) 2 3! ,—1l<z<l.
ala—=1)---(a—n) ,
T+
n!
$3 .735 xQn—l
i) arctans = & — — + — — -+ + (=1)""! e —l<z <1
(vi) arctanz = x = + (—1) e T

3 Modifierande serieansatser

Vi har tidigare stott pa DE av Euler-typ,

2%y + axy + by = 0,

7



som vi kunde 16sa genom att substituera ¢ = Inz (for > 0). Losningarna kan &ven fas
genom att finna rétterna till 72 + (a — 1)r + b = 0 och bilda c;z™ + coz™ om 71 # 1o
och c12™ 4+ cox™ Inx om r; = 19 (komplexa rotter kraver lite omskrivning for att fa over allt
pa reell form). Man visar detta genom att ansitta x” som losning och se vilka villkor man
far pa r. Utfor detta!

Kan man gora nagot liknande for ekvationer dér a och b beror pa z?

57 Exempel
Hitta losningar till Bessels DE av ordning 0 och 1/2, dvs 2%y” + zy’ + (2* — v*)y = 0
med v =0 och v = 1/2.

Losning. En direkt potensserieansats visar sig resultera i svarlosta problem sa vi ansétter
[e.9]

i stéllet en modifierad ansats y(x) = z" Z crz™ dir r maste bestimmas pa nagot sitt. Vi

k=0
deriverar glatt och ser vad vi far:

Y (r) = Z cr(k +r)zh !
k=0

y'(z) = ch(k +r)(k+r— 1)$k+r72

k=0
fran vilket det foljer att ekvationen kan skrivas

0=2a%"+ay + (2* =)y

cr(k+7r)(k+r— 12" + Z cr(k + 7)™ + Z et 2 Z et
k=0 k=0 k=0

[
[M]8

B
Il
o

[
hE

ca((k+r)(k+r—1)+k+r—v*)a"" + Z CroxtT
k=2

B
Il
o

I
NE

ce((k+7)° - VQ)xk+T + Z oY s
k=2

iy
[e=)

=Co (7’2 - VQ)“‘T + Cl(<1 + 7">2 - ’/2)$T+1 + Z(Ck((k? + 7’)2 — V2) + ck_g)xk”.
k=2

Héar ser vi att endera maste ¢y = 0 eller sa maste r = £v for att ekvationen ska vara sann

(for alla z > 0). Vidare maste ¢; = 0 om inte r = —1/2. Sen blir det rekursiva sambandet
—Cg—2
= ——, k=2,3,4,....
Ck (k}+T)2—V2’ )9y

Fall 1: v = 0. Hér ser vi att » = 0 for att slippa sétta ¢ = 0. Da blir ¢; = 0 vilket ger alla
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udda termer = 0. Vi undersdker de jamna:

=3
_ —C 2 Co 2 Co

C4 = 42 (—1) 92,42 (1) 9242 . 92
TG 3 Co o 3 Co

C6 = 62 (_1) 22.42.62 (_1) 92+2+2 , 92 . 32

=tz (1)
Cof — = .
k2 2% (k)2

o0 _1 k
Vi erhaller alltsa y(x) = COZ %m%. Konvergensradien hittar vi till exempel med
k=0 '

2 (1 \?
_ 0
1 \rx1) 7

da k — oo. Serien konvergerar alltsa for alla z. Dubbelroten som vi fann ovan (r = 0) &r
anledningen till att vi bara erhaller en "sorts” 16sning. For att hitta en oberoende 16sning till
krédvs en hel del arbete till sa vi stannar hér.

Den 16sning vi hittat brukar kallas Bessels funktion av ordning 0 och betecknas

kvotkriteriet:
x2(k+1) 22k (k!)2

2ED (k+ D)2 a2

[eS) _1k ,
LM@ZEZ%W%Vx@

k=0

Det &r en sviangande funktion med avtagande amplitud.

Y
.i'.f A
] — (=D 5
Jo(x) = x
05 2 7y
I/\: | /\\ )
2 4 6 8 10 12 14 ~
—0.5 1

Fall 2: v2 = 1/4. Hér ser vi att r = £1/2 for att slippa sitta ¢g = 0. Nér det giller ¢;
beror det pa om v = 1/2 eller om v = —1/2. For v = 1/2 maste ¢; = 0 pa samma sétt som

9



i fall 1. For v = —1/2 &r ¢; godtycklig eftersom (14 7)* — % = 0 i det fallet. Vi undersoker
de jamna koefficienterna forst:

2= 2(2_i01)
- a2 Ve
Cg = 6(6—:&41) = (_1)32(2:{: 1) . 4(4;]: 1) . 6(6:i: 1)

Cop = —— =2 (q)k <o
T 2k(2k £ 1) 22+1)-44+£1)-6(6x1)---2k(2k 1)
Fo 1/2 ér det pl iller och vi ser da att CD" k= 0.1,
or v = ar de ussen som galler ocll vl ser da a C = —— I0or = e
p g 2k (21{? + 1)| ) Ly 4y

Vi erhaller alltsa

— (-1 2%+1/2 —1/2 — (-1 2k+1 sin 2
y(x) = ¢ E CTRER = Cox E YCYRERE = ¢
prd (2k + 1)! — (2k +1)! Vi

eftersom vi kénner igen Maclaurinutvecklingen for sin z. Serien konvergerar for alla x, men
vi har kravet > 0 fran tidigare sa vi har enbart 16sningar for x > 0.

—1)*
Nér det géller v = —1/2 &r ¢; godtycklig och vi kan ta fram koefficienterna cor 1 = —((2k —|)— E'
(=Dfeo .. o
samt cop, = W for k =0,1,2,.... Detta ger oss l6sningarna

y(m) — Com—l/z fo: (_l)kw% + Clel/Z 200: (_l)k x%“ _ COoS T sinx
!
k

" (2h)! £ (2k +1)! “ 7w Tz

for x > 0. Vi erholl hir precis Maclaurinutvecklingarna for cos respektive sin. Dessa funk-
tioner kan ritas upp (den grona dr cos-termen och den blaa dr sin-termen).

2 \4

3 \@ \/ 14

—0.5 1
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TATA42: Foreldsning 11
Kurvlangd, area och volym

Johan Thim*
10 januari 2017

1 Kurvlingd

Vi borjar med att betrakta situationen da en kurva i planet ges pa parameterform: (z(t), y(t)).
Detta innebér att bade x- och y-koordinaterna simultant uttrycks som funktioner av nagon
parameter ¢ som varierar i ett intervall. Till exempel skulle x(t) = cost och y(t) = sint, dar
vi later 0 < t < 27, beskriva cirkeln 22 + y? = 1. Pa detta sitt kan vi dven fa med fallet da
en kurva inte kan uttryckas som en funktion y = f(x). Exempelvis kan kurvan som bestdms
av x = 16sin®t och y = 13 cost — 5cos 2t — 2 cos 3t — cos 4t med 0 < t < 27 ritas upp enligt
foljande!.

L ~102.17 l.e.

Att beskriva detta som ett funktionssamband y = f(x) forefaller ganska omojligt. Omvént
ddremot, om vi utgar fran en funktion kan vi alltid skapa en parameterframstéallning.

N

5% Parameterform for en funktionskurva

Om kurvan vi dr intresserad av ges av en funktion f pa ett intervall [a,b], i.e., y = f(x)
for a < x < b, sa kan vi beskriva detta pa parameterform genom att till exempel vilja z =t
och y = f(t), ddr a <t <b.

*johan.thim@liu.se
'En dédskalle visade sig vara for svar att beskriva matematiskt...



An sa linge har vi egentligen inte stillt nagra krav pa ingaende funktioner, men for att pa
nagot (enkelt) sitt kunna definiera vad vi menar med kurvlingd kommer vi att krdva att
funktionerna #r kontinuerligt deriverbara (dvs f &r deriverbar och f” &r kontinuerlig). Vi
brukar sammanfatta detta villkor genom att siga att f € C'([a,b]). Vi antar underférstatt
att detta géller om inget annat anges.

r

!

Sats. Om z € C'([a,b]) och y € C*([a,b]) sa ges lingden av kurvan (x(t),y(t)) for de ¢
dir a <t <b, av

L= / JEORT G0 d

Vi skissar beviset lite informellt bara for att se att det verkar rimligt; det finns ett mer precist
bevis i kursboken. Vi ritar en figur och funderar 6ver hur vi kan approximera langden av en
liten del av kurvan. Lat At > 0 vara ett litet tal och lat 7(t) = (z(¢),y(t)) € R? Vi har
foljande principfigur:

() 7(t + At)

Da ér det lilla bagelementet As ~ [ om At é&r litet och kurvan glatt (ges av deriverbar
funktion). Léngden [ i sin tur kan vi berdkna genom

[ = [F(t + At) — 7(t)]
=/ (@t + At) — 2(t))? + (y(t + At) — y(t))?

:\/<x(t+AAt3f_$<t>> N (y(tJFAAti_y(t)) At = @O + W) dt

da At — 0. Vi véljer nu att kalla det sista uttrycket for bagelementet ds. Med andra ord, vi
definierar

ds = \/(2'(1))? + (y'(t))? dt.

Ny

@~ Exempel
Rakna ut omkretsen for en cirkel med radie R.




Losning. Vi vet redan svaret, men vi anviander satsen ovan for att illustrera. Lampligen
representerar vi cirkeln som x(tf) = Rcost och y(t) = Rsint for 0 < ¢ < 27. Detta &r
ett sitt att parametrisera cirkeln pa. Eftersom ingaende funktioner ar snélla erhaller vi da
kurvldngden

L= /0 ' V(' ()2 + (v (t)2 dt = /0 ' V/(=Rsint)? 4 (Rcost)? dt
= /27r |R|V/sin®t + cos? t dt

0
2
= R/ dt =27 R,
0

eftersom |R| = R da R > 0.

Ovanstaende ér ett specialfall for kurvlangd da vi anvénder poldra koordinater. Mer generellt
later vi radien vara en given funktion r = h(t), sa z(t) = r(t)cost och y(t) = r(t)sint.
Satsen ovan implicerar att ds = +/h(t)? + h/(t)% dt (visa det). Lat oss sammanfatta detta
anvéndbara resultat.

N

5% Kurvlingd i polidra koordinater

Om en kurva I' ges i poléra koordinater, = rcost och y = rsint, dir r = h(t) for a <
t < B och h ar kontinuerlig, sa kan lingden av I' berdknas enligt

L= / S T @R

L

Q" Kurvliangd av en funktionskurva

Om vi ar intresserade av langden av kurvan y = f(z), a <z < b, kan vi enkelt stdlla upp
uttrycket for detta genom att parametrisera som i exemplet tidigare: z(t) = ¢ och y(t) =
f(t). Da éar 2/(t) = 1 och y/'(t) = f'(t) och ldngden ges av

b
L:/ V1T (F @) da. %)

Rent konkret blir kalkylerna ofta ganska jobbiga eftersom integranden innehaller kvadratrot-
ter av andragradsuttryck. Som tur dr behandlades manga sadana situationer i envariabel-
ettan!

N

¢ Exempel

Rikna ut lingden av kurvan y = 22 for 0 < z < 1.




Lésning. Vi ser att kurvan ges av en C'-funktion och att y = f(z) med f(z) = 2. Da ges
alltsa kurvlangden av

1 1
/\/1+(2x)2d:c:/ 1-V1+4a22de
0

0

= CE\/1+4$2] —/ —dl‘
[ o Jo 1+ 422
L 4 402 1 1
:JS—/ —d:zH—/ — dx
o V1+ 422 o V1+ 422

:ﬁ—/@lmdﬂ Bln(2x+m)}

! In(2
— —/ \/1+4x2d:1:+\/5+n(+\/5),
0

1
0

1
dar vi utnyttjat vilkdnd (naja..) primitiv funktion till ——. Eftersom vi far tillbaka

V14 22

integralen med "ratt” tecken har vi nu

! = 254+ In(2+ V5)
/0\/1—|—(2x) dr = 1 :

/8 Definition av kurvlingd

Om f € C' kan man definiera lingden L av en kurva direkt med (x) ovan, men observera att
vi inte direkt kan anvinda satsen som definition av kurvlangd for alla kurvor. Betrakta till
exempel fallet da f(x) = |z|. Som bekant &r f inte deriverbar i origo och ddrmed fungerar
inte satsen som formulerad. Men vi vet ocksa att man kan dela upp Riemannintegraler i
tva delar och ddrmed kunna rdkna ut ldngden av kurvan pa varje del och summera dessa.

Detta fungerar &ven om vi har manga fler punkter dir f’ inte finns (atminstone sa linge
detta ar ett dndligt antal). Vad hénder sen?

Ett exempel pa en kurva dér det gar at skogen att rdkna ut lingden dr Kochs snoflinga.
Man startar med en liksidig triangel och delar sedan varje sida i tre delar och ersidtter den
mittersta med en ny liksidig triangel. Processen upprepas pa alla nya linjesegment om och om
igen odndligt manga ganger. Den kurva som uppstar visar sig inte ha nagon parametrisering

som ér deriverbar i en enda punkt! Hur ska vi definiera lingden av en sadan kurva? Vi ritar
upp de sex forsta stegen.

/NTRERERE




Faktum &r att L = oo dr den enda rimliga definitionen.

2 Plan area

Om g(z) > f(z) pa ett intervall [a, b] sa ges arean A mellan f och g av

A= / (9(z) — f(x)) da

under forutsédttning att funktionerna &r tillrickligt sndlla. Omradet vars area vi ar intresse-
rade av ir D = {(z,y) e R*:a <z < b, f(z) <y <g(zx)}.

Y




-\@’- Exempel

Rékna ut arean mellan y = cosx och y =sinz, 0 < z < 7/4.

Losning. Arean ges av

RN
/n_4v2 1=2v2 -1

w/4
A:/ (cosx —sinz) dr = [sinz + cos x|, =5 -
0

vilket &r positivt sa svaret ar inte helt orimligt. Vi bor dven kontrollera att cosx > sinzx
for 0 < x < 7/4. En figur visar tydligt hur situationen ser ut, och hér &r alltsa den skuggade

arean lika med 2v/2 — 1 ~ 1.83 areaenheter.

S T P

2.1 Area i polidra koordinater

Poléra koordinater dr anvéndbara i situationer da vi har lattare att beskriva hur langt fran
origo nagot befinner sig dn att precisera hur variation ser ut direkt i z- och y-koordinater. Vi
har som bekant x = r cos ¢ och y = rsin ¢ och kan da betrakta omraden som ges pa formen

D={(z,y) eR*:0<r <h(p), a<p<p}

dér h(p) &r nagon kontinuerlig funktion och a < . Vi skissar upp hur situationen ser ut.

6



r = h(yp)

dA

Arean av detta omrade kan beréknas enligt foljande:

[ h(p)?
A(D)—/a 5 dep.

Motiveringen till areaformeln kommer fran att vi kan betrakta ett litet areaelement vid
vinkeln ¢ enligt

2 d_SO _ h(p)?
27 2

eftersom det &r en del av en disk med radien A(p). Vi summerar dessa areaelement och
erhaller formeln ovan.

dA = mwh(p) dp

3 Volym

Bade rotationsarea- och rotationsvolymsberdkningar hor egentligen hemma i en flervariabe-
lanalyskurs, men pa grund av rotationssymmetrin kan vi ofta reducera area- och volymberik-
ningar till ett fall med bara en variabel. Mycket av kommande formler &r lite "handviftande”
men visar dnda pa hur kraftfulla verktyg integral- och differentialkalkyl &r.

3.1 Rotationsvolym via skivor

Vi borjar med att beskriva det som brukar kallas skivformeln. Vi betraktar en icke-negativ
funktion f(x) och later omradet

D={(r,y) eR*: 0<y < f(z), a <z <b}

rotera ett varv kring z-axeln. For varje virde = € [a,b] uppstar da en disk (skiva) med
area A(z) = 7 f(x)? eftersom radien for disken ges av funktionsvirdet i punkten x: r = f(z).
Vi multiplicerar med dz for att fa en infinitesimal cylinder (héjden &r alltsa dx) som har

7



volymen dV = A(z)dx = 7f(z)*dz. Vi summerar dessa och erhaller da den sa kallade

skivformeln:
b b
V:/ dVITf'/ f(z)? dx.
@ Skivformeln

Sats. Om f(z) > 0 &r kontinuerlig sa ges volymen V som uppstar da omradet
D={(z,y) eR*:0<y < f(z), a <z <b}

roterar ett varv kring r-axeln av

V:ﬁ/abf(x)de.

Vi bevisar inte satsen utan nojer oss med argumentet ovan. En principskiss visar ocksa hur vi
summerar sma skivor for att fa hela volymen. Formeln ar dven kénd som brodskiveformeln.
Varfor tror du formeln fatt det namnet?

N

¢ Exempel
Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet som begriansas av kurvan y =
3z — 2% och x-axeln roteras ett varv kring z-axeln.




Losning. Kurvan y = 3z — 22 skiir z-axeln da 3z — 2% = 0, vilket sker precis da z = 0
och x = 3. For 0 <z <3 ér 3z — 22 > 0, sa volymen vi soker ges av

5 3 3t 25° 36
7?/(3x—x2)2d1’:7r/(9x2—6x3+x4)dac:7r 3 —— 4+ —| =x(81-—).
0 0 2 5], 10

Man bor se till att detta uttryck atminstone &r positivt (varfor?). En figur dr ocksa pa sin
plats:

Vi kan &ven ta hénsyn till ihaligheter i rotationskroppen som i foljande exempel.

N

¢ Exempel

Beriikna volymen av ett klot med radie v/2 dér vi skér ut en cylinder med radie 1 som har
x-axeln som sin symmetriaxel.

Losning. Vi tinker oss att klotet uppstar vid rotation av disken 22 + y? < 2 kring z-axeln.
Cylindern uppstar nér vi roterar omradet mellan y = 1 och z-axeln kring xz-axeln. Cylindern
far odndlig volym sa hur reder vi ut hur mycket som ligger i klotet? Ett sidtt ar skissa upp
situationen.

/-1 N

Kurvan 22 + y? = 2 skir linjen y = 1 precis da @ = 1. Vi ser da att skivformeln med en
undre grians y = 1 istéllet for y = 0 (z-axeln) ger att den eftersokta volymen blir

1

1
4
VZW/ (v2—x22—12)dac:7r/ (1—x2)dx:§.
-1 -1



/“ Rotation kring axlar parallella med xz-axeln

Vi kan rotera kring en linje y = ¢ i stéllet for kring z-axeln om vi kriver att f(x) > c. Det
enda som &ndras ar radien eftersom det nu &r relativt y = ¢ och inte y = 0, sa skivformeln
far utseendet

w/ab(f@;) _ o) ds.

Samma formel géller om f(x) < ¢. Det viktiga &r att vi ligger pa ena sidan av rotations-
axeln.

3.2 Rotationsvolym via cylindrar

Om vi vill rotera kring y-axeln i stéllet ar det ofta enklast att géra med "rérformeln.” Vi
betraktar samma omrade D = {(z,y) € R? : 0 < y < f(2), a < x < b} med tilliigget
att a > 0 (sa hela omradet dr pa ena sidan av rotationsaxeln). Vid ett fixt x € [a, b] tdnker
vi oss en cylinder med héjden f(x) och radien z. Detta ger mantelarean M (z) = 27z f(x). Vi
multiplicerar med en liten tjocklek for att fa ett volymselement dV' = M (x) dv = 2nx f(z) dx.
Vi summerar dessa volymelement och erhaller da den sa kallade cylinderformeln:

V:/ade:/abM(x)dx:27r/abxf(x)dx.

'E! Cylinderformeln
Sats. Lat a > 0 och f(x) > 0. Volymen V' som uppstar da omradet

D={(r,y) eR*: 0<y < f(z), a<x<b}

roteras ett varv kring y-axeln ges av

V:27T/bxf(x)dx

Vi forsoker skissa upp situationen.

10



5% Exempel
Berékna rotationsvolymen som uppstar da omradet mellan kurvan y = 3/z, z-axeln
och 1 < x <4 roteras ett varv kring y-axeln.

Losning. For givet = € [1,4] ar radien for var cylinder = (avstandet till y-axeln) och hoj-
den ges av 3/x. Alltsa &r mantelarean 27(3/x)x = 67 och vart volymselement blir helt
enkelt 6mdz. Alternativt direkt via rorformeln:

4 3 4
27T/ :E—d:L‘:Q?T/ 3dx = 18m.
1 T 1

Rotation kring axlar parallella med y-axeln
Det &r inget magiskt med y-axeln, utan rotation kan ske kring vilken linje x = ¢ som helst
utan storre modifikation. Det enda som dndras ar kravet att a > 0 byts ut mot att a > ¢
och att radien for vara cylindrar nu ges av r = x — ¢, eller att b < c och r = ¢ — .

-\@’- Exempel
Berékna rotationsvolymen som uppstar da omradet mellan kurvan y = 3/z, z-axeln
och 1 <z <4 roteras ett varv kring (a) linjen x = 1 (b) linjen x = 5.

Losning. (a) For givet € [1, 4] dr radien for var cylinder x—1 (avstandet till rotationsaxeln)
och hojden ges av 3/x. Rorformeln ger nu att volymen ges av

4 4
3 3
27T/ (x—l)—dx:27r/ (3— —) dz = 6m [z —In|z]]] = 67 (3 —2In2).
1 x 1 x
Observera att denna volym é&r strikt mindre &n volymen i forra exemplet. Precis som sig bor.
(b) Nu befinner vi oss pa andra sidan rotationsaxeln, och "radien” for rotationen ges av r =

5 — x. Salunda,

T

4
V:27T/ (5—:c)§d:c:27r(151n3—9).
1

Volymen &r atminstone storre en noll (eftersom In3 > 1) sa inget direkt orimligt.

4 Sammanfattande exempel for rotationsvolymer

N

¢ Exempel
Lat omradet D ges av det begrinsade omradet mellan kurvan y = \/x, z-axeln och lin-

jen x = 2. Bestdm volymen V, da D roterar ett varv kring z-axeln och volymen V, da D
roterar ett varv kring y-axeln.

11



Losning. Vi borjar med att rita en figur (alltid en bra idé).

8

Vi ser att for kurvan giller att y = /o om och endast om y* = x (bade x och y #r icke-
negativa). Vi kan alltsa uttrycka kurvan bade som en funktion av z och som en funktion av
y. Pa detta sitt kan alla rotationsvolymer stéllas upp pa tva olika sidtt: med avseende pa x
och med avseende pa y. Vi stéller upp volymen som uppstar vid rotation kring x-axeln forst:

alternativt

= 2.

47V2
i

V2
Vx=27T/ y(2 -y dy =2 [yQ—y—
0 0
Angaende den andra formeln kan vi séiga att vi egentligen roterar en cylinder med basradie v/2
och héjd 2 (Iings z-axeln) och drar bort volymen som uppstar fran kurvan z = y2.
Om vi roterar kring y-axeln i stéllet erhaller vi via "rérformeln” att

2 2

2 1672

Vy = 27r/ z\/rdr =27 {—x‘r’/ﬂ = W\/_.
0 5 0 5

Alternativt kan vi anvénda skivformeln dér vi aterigen maste skédra bort delar ur rotationen
med hjalp av en cylinder:

v, = W/Oﬁ (2 () do = (V2 - 25/2) _ 16mv2

5 5

12



TATA42: Forelasning 12
Rotationsarea, tyngdpunkter och Pappos-Guldins
formler

Johan Thim*
10 januari 2017

1 Rotationsarea

Nér vi ska berdkna rotationsarea kommer vi att utfora liknande mandvrar som vi gjorde for
rotationsvolymer, men vi kommer sa klart att betrakta sma areaelement i stéllet for sma
volymselement.

1.1 Rotationsarea kring x-axeln

Vi betraktar en funktion f(x) > 0 och later kurvan
D={(z,y) eR* 1y = f(x), a <z < b}

rotera ett varv kring x-axeln, dir a < b. For varje virde x € [a, b] uppstar da en cirkel som
har omkrets 27 f(z) eftersom radien for cirkeln ges av funktionsvérdet: » = f(z) (avstandet
till rotationsaxeln). Vi multiplicerar med bagelementet ds for att fa en infinitesimal cylinder
(hojden &r alltsa ds) vars mantelarea blir dA = 27 f(z)ds. Vi summerar dessa och erhaller
da foljande.

[

Sats. Om f(z) > 0 ar kontinuerligt deriverbar och a < b sa ges arean A som uppstar da
kurvan
D={(z,y) eR*:y = f(z), a <z < b}

roterar ett varv kring x-axeln av

b b
A:27T/ f(x)ds:27r/ f@)V/1+ (f'(z))?de.

*johan.thim@liu.se



Vi bevisar inte satsen utan néjer oss med argumentet ovan. En principskiss visar ocksa hur
vi summerar mantelarean av dessa sma cylindrar for att fa hela rotationsarean.

Y ds
f(z)

2m f (z)

)

I den hogra figuren har vi “klippt upp” bandet som skapas nér vi roterar ds kring x-axeln.
Vi ser hér att "kantldngderna” blir precis ds och 27 f(x), sa det &r rimligt att area-elementet

ges av dA =27 f(x) - ds.

5% Exempel
Berékna volymen av den kropp som uppstar da kurvan y = 2x, 0 < x < 1, roteras ett varv
kring x-axeln.

Losning. Arean kommer att ges av

1 1
4
ﬂ/(Qx)2V1+22d:U:4\/57r/ v dr = \{EW.
0 0

Precis som for rotationsvolymer bor man se till att detta uttryck atminstone &r positivt
(varfor?). Vidare dr det objekt som uppstar en kon i detta fall (med basradien 2 och hjden 1)
och vi raknar alltsa ut mantelarean pa denna!

Y

2__
Yy =2z




Rotation kring axlar parallella med xz-axeln
Vi kan rotera kring en linje y = c i stéllet for kring z-axeln om vi bara kriver att ende-
ra f(z) > celler f(x) < ¢ (att vi befinner oss pa ena sidan av rotationsaxeln med andra
ord). Det som dndras &dr radien eftersom det nu dr relativt y = ¢ och inte y = 0, sa

b
A=2r [ |f(z) = dVIT @R de

1.2 Rotationsarea for rotationer kring y-axeln

Om vi vill rotera kring y-axeln i stéllet anvander vi oss av ett liknande argument som i
"rorformeln” f6r rotationsvolymer. Vi betraktar samma kurva

D={(z,y) eR*:1y=f(x), a<a<b}

med tillagget att a > 0 (sa hela kurvan &r pa ena sidan av rotationsaxeln). Ddremot maste
inte f(x) > 0 langre. Vid ett fixt = € [a, b] ténker vi oss ett litet bagelement ds pa hojden f(x).
Detta roteras kring y-axeln och det uppstar da en liten rotationsarea dA = 27z - ds eftersom
omkretsen for cirkeln &dr 27z for radien x. Vi summerar dessa areaelement och erhaller
foljande formel.

©
Sats. Lat 0 < a < b. Arean A som uppstar da kurvan
D={(x,y) eR*:y= f(x), a <z <b}

roteras ett varv kring y-axeln ges av

b b
A:27r/ xds:27r/ /1 + (f'(x))? da.

Vi forsoker skissa situationen.




Man kan gora samma sorts "uppklippning” hér som i fallet da vi roterade kring z-axeln,
vilket motiverar formeln dA = 27x - ds for areaelementet.

N

5% Exempel
Beriikna rotationsarean som uppstar da kurvan y = 22, 0 < z < 2 roteras ett varv kring
y-axeln.

Losning. Eftersom ¢y = 2x erhaller vi arean

2

? ? 2(1 + 4z2)3/2
A:27r/ x\/1+(2x)2dx:%/ 8x\/1+4x2dx:%{&]
0 0 0

3
(17?2 - (11T =17
. .

6

Rimligt svar? Valdigt svart att sdga, men det dr atminstone positivt!

Rotation kring axlar parallella med y-axeln
Precis som for rotationsvolymer ar det inget magiskt med y-axeln, utan rotation kan ske
kring vilken linje = ¢ som helst. Det enda som &ndras &r kravet att a > 0 byts ut mot
att a > c eller ¢ > b och att radien nu ges av r = |z — ¢|.

2 Tyngdpunkter

Lat oss fokusera pa det plana fallet i 2 dimensioner. Generalisering till 3 dimensioner sker na-
turligt efter det med volym i stéllet for area (dA blir dV och sa vidare). I det 2-dimensionella
fallet inkluderar vi &ven fallet med kurvor och i det fallet behover dA bytas ut mot bagele-
mentet ds. Vi ténker oss ocksa att densiteten dr konstant lika med ett sa att area (eller
volym respektive kurvlingd) &r det samma som massa.

Lat oss fokusera pa situationen dér ett omrade D beskrivs av

D= {(z,y) eR*: f(z) <y < g(r),a <z < b}

dar vi antar att f(z) < g(z). Vidare tédnker vi oss att gravitationen verkar i negativa y-axelns
riktning. Vi markerar ett litet omrade mellan x och  + Az i figuren nedan.



Detta omrade ger upphov till ett vridande moment kring origo som approximativt har stor-
leker z(g(x) — f(z))Az. Massan for motsvarande omrade ges av (f(x) — g(z)) Az (densiteten
ar ett) och vi vet fran fysiken att tyngdpunkt ges av totalt moment delat pa total massa. Det
forefaller alltsa rimligt att definiera omradet D:s tyngdpunkt x; med avseende pa y-axeln
genom

- [atow - sanas [ eaa

Tt = =

/ (o) — f(a) d / A

dér dA ar area-elementet (f(x)—g(z)) dx. Vidare kan vi dven anvénda detta element for att
definiera D:s tyngdpunkt 7; med avseende pa z-axeln:

b
/ ydA
a - .
/ 2A
Ofta behdver man hér arbeta lite med dA for att uttrycka detta i y i stéllet for x nér vi
soker ;.

For enkla geometriska objekt dr det ganska enkelt att se vart tyngdpunkten ligger. I en cirkel
ar det 1 mitten och samma sak géller en rektangel. Hur gar det med en triangel?

Y =



572 Exempel
Betrakta en réatvinklig triangel dér hypotenusan ges avy = —kx+kh, 0 < x < hoch k > 0.

Y
kh 1

Yt

Tyngdpunkten x; med avseende pa y-axeln ges av

kP h kh?
JR— —_— a A pr —_ = —
/ —kz + kh)dz = & dér /O( kzx + kh)dz 5

h
sa z; = —. Pa en tredjedel av hojden alltsa. Samma géller sa klart y, (pa en tredjedel av

hojden i y-axelns riktning alltsa) pga symmetriskél. Men vi kan rikna ut det ocksa om vi

vill. Vi har o
k‘h
= h e d =
/ v 3’

dér vi skrivit om dA = (h —y/ k) dy med avseende pa y.

3 Pappos-Guldins regler

Vi ska nu stélla upp kraftfulla regler for bade rotationsvolymer och rotationsareor dér vi
utnyttjar tyngdpunkter. Problemet flyttas nu till att bestimma tyngdpunkten i stéllet for
bokiga rotationsuppstéllningar. Darmed har vi inte sagt att det alltid &r enklare att rdkna ut
tyngdpunkten, men vissa fall forenklas avsevirt med de tekniker vi nu gar genom (speciellt
kommer vi at fallen med lutande rotationsaxlar).

3.1 Rotationsvolym

Vi later D vara ett plant omrade som ligger helt pa ena sidan av en linje L. Beteckna det
vinkelrédta avstandet mellan tyngdpunkten 7}, och linjen L med [. Detta &r alltsa det kortaste
avstandet mellan 7}, och linjen L.



Om D roteras ett varv kring linjen L uppstar en rotationsvolym. Denna volym kan da
berdknas med hjilp av Pappos-Guldins regel som sidger att volymen som uppstar ges av
arean for D ganger tyngdpunktens vig vid rotationen:

V = A(D) - 2nl.

L

57 Exempel
Lat disken 2% + y* < 1 rotera ett varv kring linjen y = 4 + x. Bestdm rotationsvolymen
som uppstar.

Losning. Diskens tyngdpunkt ligger i centrumpunkten som i detta fall &r origo. Det kortaste
avstandet fran origo till tyngdpunkten blir v/8 (betrakta triangeln med horn i (—4,0), (0, 4)
och (0,0)) samt cirkeln).

Tyngdpunktens vig blir alltsa 27v/8 = 4mv/2. Pappos-Guldin ger nu att den eftersokta

volymen blir
V =7 4nV2 = 412V2.

3.2 Rotationsarea

Vi later I' vara en plan kurva som ligger helt pa ena sidan av en linje L. Beteckna det
vinkelrdta avstandet mellan tyngdpunkten 7}, fér den plana kurvan och linjen L med /.
Precis som tidigare &r detta det kortaste avstandet mellan 7}, och linjen L.

7



Om I roteras ett varv kring linjen L uppstar en rotationsarea. Denna area kan berdknas
med hjilp av Pappos-Guldins regel som séger att arean som uppstar ges av kurvléingden s
for I' ganger tyngdpunktens vig vid rotationen:

A=s-27l.

Observera att tyngdpunkten i allménhet inte hamnar pa traden (den behéver inte hamna
inne i omradet i det tva-dimensionella fallet heller).

3.3 Pappos-Guldin lokalt och baklianges

Faktum &r att vi kan anvidnda Pappos-Guldins regler "baklénges” for att hitta tyngdpunkten
for en kurva eller ett omrade i planet. Vi illustrerar med ett exempel.

Vel Pappos-Guldin foér att hitta T),
Hitta tyngdpunkten for en halvdisk 22 + y* < R?, y > 0.

Losning. Tyngdpunkten med avseende pa y-axeln ligger sa klart i x; = 0. Hur hittar vi
tyngdpunkten 3, med avseende pa x-axeln? Vi skissar 16sningen och grafiskt borde y; ligga
lite lagre &n mittpunkten pa y-axeln.

o7,

_R R

2
™
Vi ser att arean av det plana omradet ges av A = < samt att om detta omrade roteras kring

3

z-axeln uppstar en rotationsvolym V = eftersom detta ar ett klot. Tyngdpunktens

vég under rotationen &r helt enkelt 27y;. Pappos-Guldins regel implicerar nu att

T R? AT R3 4R
— 2Ty = < Y=
2 3T




N

572 Tyngdpunkt for omrade givet som funktionsgraf

Exemplet ovan &r ett specialfall av en mer generell situation da ett omrade ges som arean
mellan en funktionskurva y = f(z), z-axeln, * = a och x = b (férutsatt att f > 0). Man
kan da visa att tyngdpunkten y; ges av

f(@)* dz
Y=g R .
2 | flx)dz

a

Detta foljer fran Pappos-Guldin. En principfigur kan se ut enligt nedan.

Y

yt P @

a b

b
Arean ges da av A = / f(z) dx och om vi roterar omradet ett varv kring x-axeln uppstar
a

b
en rotationsvolym som av skivformeln beriknas till V = 7 [ f(x)?dx. Enligt Pappos-

Guldins regler foljer nu att A - 2wy, = V ur vilket sambandet ovan kan 16sas ut.

Vad skulle héinda med motsvarande kalkyl for tyngdpunkten x; och rotation kring y-axeln?
Anvéanda cylinderformeln och se vad som trillar ut. Bekant?

Pappos-Guldins regler kan d&ven med fordel anvéndas lokalt. Med detta menar vi att de sma
area- och volymelement vi tidigare betraktat vid rotation kan anvéindas tillsammans med de
typer av summationsargument vi dgnat oss at. Speciellt dr detta lampligt ndr man roterar
kring lutande axlar. Vi illustrerar med ett exempel.

2% Lutande rotationsaxel

Rékna ut rotationsvolymen som uppstar nir det begrinsade omradet mellan y = 3z
och y = ? roterar ett varv kring y = 3z.

Losning. Rotationsaxeln dr inte parallell med vare sig y- eller z-axeln, men vi kan komma
at problemet med hjalp av Pappos-Guldin. Kurvorna skéir varandra i x = 0 och z = 3 sa det
ar omradet 22 <y < 3z, 0 < 2 < 3, som ska rotera kring y = 3z. Vi skissar problemet.



e = = = = = - -

T x+dr

Tyngdpunkten for det morkare skuggade areaeclementet ligger approximativt i x; = x och

som mitt mellan y = 3x och y = 2% Lat [ vara halva lodrita avstandet mellan y = 32
3x — a2

ochy = 22, dvs | = . Detta &r alltsa det lodrita avstandet mellan y = 3z och
tyngdpunkten. Vi soker dock det vinkelrdata avstandet for att kunna anvéanda Pappos-Guldins

formler (det dr detta avstand som ger strackan tyngdpunkten forflyttar sig vid rotation). Lite

geometri visar att vinkeln v kan uttryckas som v = arctan P lutningen for linjen ar & > 0.

Dérmed blir det vinkelréita avstandet [sinv = Pappos-Guldins formel medfér nu

[
V1I+E2

att rotationselementet dV kan stéllas upp enligt

dV =27l -dA = 2nl - (3x — 2°)dx = (B2 — o7) de = m(3r - 27) de
V14 k2 V10

eftersom k = 3 ivart fall. Vi summerar vara dV och erhaller da volymen av rotationskroppen:

3 3 1 1m/1
V:/dV:L/ (9x2—6x3+x4)d1‘: 8w :87T 0.
0 v 10 Jo 10+/10 100

4 Rotationsvolym och rotationsarea i polira koordinater

Lat x = rcos ¢ och y = rsin p som vanligt nér vi anvénder polédra koordinater.

4.1 Rotationsvolym

Betrakta ett omrade

D={(z,y) eR*:0<r <h(p), a<p<p}

10



dér h(p) dr nagon kontinuerlig funktion. Vi skissar hur situationen ser ut. Det morkare
omradet dr en mindre del for en liten vinkel dyp vid nagon vinkel .

Y

o7,

Arean for detta area-element ges approximativt av wh dyp, och eftersom vi

do _ h(p)
(@)2% T T
kan betrakta det lilla omradet som en triangel finns tyngdpunkten 7, pa 2/3 av strickan

2
fran origo. Alltsa blir det vinkelréta avstandet fran z-axeln till 7, approximativt gh(gp) sin ¢

4
och den vig tyngdpunkten forflyttar sig blir saledes %h(gp) sin . Volymselementet dV' som

h(p)?
9

4
uppstar ges alltsa av Pappos-Guldins formel enligt dV = gh(go) sin - dy och vi kan

summera for att erhalla foljande uttryck.

<>

e Rotationsvolym pa polir form
Sats. Om omradet D roteras ett varv kring z-axeln ges rotationsvolymen av
9 B
V(D) = ?ﬂ/ () sin @ dp.

Det &ar inte direkt meningen att ni ska memorera formlerna hér utan mer kunna upprepa
principen. Lat oss betrakta ett exempel.

N

5% Exempel
Omradet 0 < r < cost, 0 <t < 7/2, roteras ett varv kring linjen x = —1. Bestdm volymen
for kroppen som uppstar.
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Losning. Striackan fran tyngdpunkten for ett litet vinkelomrade vid vinkel ¢ till y-axeln
2cos? t

och saledes blir strickan som tyngdpunkten forflyttar sig vid

2
2 (g cos’t + 1)

Vi kan nu stélla upp ett volymselement enligt Pappos-Guldins formel:

2
ges som gh(t) cost =

rotation

2 2t
dV =21 [ Zcos®t +1 | - L
3 2
. : : : - : . h(t)?
Hér har vi utnyttjat att ett litet areaelement i polédra koordinater kan skrivas dA = 5 dt.
Eftersom
2 2t 1 1 2t 3 5 1
(5008215—1- 1) ~ CO; = (g (14 cos2t) + 1) - —I—f% =3 + Ecos2t+ ﬂcosélt

foljer det att

/2 ™/2 3 5 1 371'2
dv =2 =+ —cos2t + —cos4t | dt = —.
/0 7r/0 (8—|—12cos +24cos ) 3

Lat oss aven rita situationen.

0.5 1

En liten anmérkning. Omradet ser cirkuldrt ut eller hur? Om h(t) = cost, © = h(t)cost
samt y = h(t)sint, ser vi att

22 4+ y* = cos* t + cos? tsin®t = cos?t (COSQt + sin? t) =cos’t =z,
sa

2 4

Alltsa en cirkel med radie 1/2 och centrum i (1/2,0). Da vet vi att arean av omradet &r m/8
(halva disken) och att tyngdpunkten ligger vid x; = 1/2. Alltsa kan vi anvéinda Pappos-
Guldin pa hela omradet direkt:

1\? 1
x2+y2:x =4 <x——) +y2=—.

1 T 3n?
Ve=or(l+=) - =2,
7T<+2) 8 8
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4.2 Rotationsarea

En kurva T' ges av r = h(p) dir a < ¢ < 8 och h(p) &r nagon kontinuerligt deriverbar
funktion roteras kring z-axeln. Det uppstar en rotationsarea och vi forsoker skissa vad som
hénder.

Det lilla bagelementet ds ges som bekant av ds = v/h(¢)? + I/ (¢)2dyp och eftersom tyngd-
punkten approximativt ligger vid = h(¢), sa erhaller vi att tyngdpunktens vig vid rotation
kring z-axeln blir 27h(¢) sin ¢ (jamfor med rotationsvolymsfallet ovan). Arean som uppstar
ges alltsa av Pappos-Guldins formel:

T Rotationsarea pa polir form
| p

Sats. Om kurvan I roteras ett varv kring z-axeln uppstar rotationsarean

B
A(D) = 27?/ h(p) sin p1/h(p)? + W ()2 de.

o

N

¢ Exempel

Visa att arean for ett klot med radie R ges av den bekanta formeln A = 47 R?.

Losning. Vi kan ténka oss kurvan som ges av h(p) = R for 0 < ¢ < 7 och lata den rotera
ett varv kring z-axeln. Rotationsarean som uppstar ges da enligt ovan av

27r/ RsinpvV R? + 02dy = 27 R|R| / sin p dp = 47 R?,
0 0

eftersom |R| = R da R > 0.
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