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1 Introduktion

Téank er foljande situation. En snéll funktion f &r given, men vi skulle vilja approximera den pa
nagot sitt med ett uttryck av enklare slag (polynom) som atminstone &ar giltigt néira en given
punkt = a. Vanliga metoder som vi redan kénner till inkluderar att bara approximera f
med en konstant f(a) (f:s virde i = a) eller kanske med hjilp av tangenten till f i x = a.
Bada metoderna &r vettiga, men om vi behover en béttre approximation da? Konstanten &r ett
polynom av grad noll och tangenten ett polynom av grad 1. Hur hittar vi en approximation
av godtycklig grad n? Vi soker alltsa ett polynom p(x) som stdmmer dverens med f néra en
punkt x = a. Lat oss illustrera vad vi menar.

~
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Det verkar rimligt att vilja koefficienterna i polynomet p(z) sa att p(a) = f(a), p'(a) = f'(a)
och sa vidare (att uttrycken har samma derivatorer upp till énskad ordning i = a). Detta &r
ocksa precis vad vi kommer att goral

2 Expansion av snilla funktioner

Vi kan gora detta systematiskt ndr x = 0 med hjilp av en sa kallad Maclaurinutveckling. Vi
kommer hela tiden att kriava att funktioner ar tillrackligt snélla (deriverbara) for vart &ndamal.
I allménhet kraver vi att f &r kontinuerligt deriverbar m + 1 ganger om vi vill approximera
med ett polynom av grad n. Vi skriver detta lite kortare som f € C™"*!, underforstatt att detta
giller néra origo. Vi kan utlisa detta som ”f tillhor klassen av (n + 1)-ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner.” Detta betyder att funktionen f, forsta derivatan f’, andra derivatan f”
och s& vidare till och med f™*1) existerar och &r kontinuerliga funktioner.
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e Maclaurinutveckling
Om f € C™" sa giller att

" (3) (n)
f@) =70+ f (0 + fQ(IO)"B2 u ! 3|<O)x3 +oet / |(O>a:" +r(x),
dér resten r(x) &r liten néra noll. Polynomet
" (3) (n)
pole) = 10 + 7@+ LD O sy SO

kallas for Maclaurinpolynomet for f av ordning n.

Observera att graden for p, ar hogst n (det kan hinda att termer forsvinner pa grund av att

nagon derivata &ér noll i origo).
Bevis. Vi utnyttjar upprepad partiell integration. Genom ett smart val av primitiv funktion,

d
E(t — x) = 1, erhaller vi att
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Hér far vi "pa kopet” en representation av resten r(x), ndmligen att

n! 0 n!

Detta brukar kallas Lagranges restterm pa integralform; vi aterkommer till detta!

Det finns nu flera fragor. Vad menas med att resten ar liten nédra noll? Vad hidnder om vi ar
intresserade kring en punkt z = a och a # 07 Innan vi svarar pa dessa fragor, lat oss betrakta
ett exempel.
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Desto fler termer vi tar med (ju hogre grad polynomet p,, har), desto béttre stimmer polynomet
overens med funktionen nara noll. Precis som onskat. Resttermen ar helt enkelt felet

r(z) = f(x) = palx).

Tydligt ar att detta fel beror pa bade x och gradtalet n (och sjdlvklart funktionen f).

3 Resttermen

Hur hanterar vi resttermen? Ett sétt dr att jamfora med uttryck av typen 2" som vi vet hur
de beter sig néra noll. Pa grund av konstruktionen maste r uppfylla att

r(0) = (0) =7"(0) = --- = r™(0) = 0

eftersom koefficienterna i p,(z) valts for just detta dndamal (visa dettal!). Vidare foljer det
att 7+ (z) = fO+HD(g) (forutsatt att f@+D dr definierad) eftersom pi"t"(z) blir identiskt
lika med noll. Det finns flera foljder av denna likhet, och en variant som gor det enkelt for oss
att rdkna ar att uttrycka restermen med hjélp av stora ordo.

Stora ordo

Definition. Vi séger att f(z) = O(2™) da x &dr néra noll om det finns en begridnsad funk-
tion B(x) sa att f(z) = B(x)z" for £ nira noll.

En funktion begrénsad néra noll dr nagot som inte "exploderar” nér vi befinner oss néra origo.

1
Skissar man en graf ska man kunna rita in grafen i en rektangel. Till exempel — &r inte begransad
x

néra origo. Men . ar begrinsad néra nollan (men inte nira —1). Man bor alltsa precisera

i vilket omrade man menar nar man siger att nagot ar begrénsat.



I figuren kan man se att det gar att stdnga in 1/(z + 1) néra origo (svart rektangel), men det &r
omdjligt att rita en rektangel som técker 1/x oavsett hur liten sidlangd man véljer parallellt med
z-axeln (roda forsoket). En bra sak att komma ihag ar att alla funktioner som &r kontinuerliga
néra origo ar begriansade néira origo. Daremot behover sa klart inte en begransad funktion vara
kontinuerlig.

Vi kommer att dgna oss en hel del at sa kallade ordo-kalkyler. Féljande samband géller.

@ Egenskaper for stora ordo
For x néra noll och m,n > 0 géller:
(i) O(z"™) £ O(2™) = O(z™) om m < n ("ldgst vinner”);
(z")0(z™) = O(z™™);

m f(z) = O(2") och m < nsaar f(x) = O(x™) (vi kan sinka exponenten);

G
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B(z)O(z") = O(z") om B(z) ir begrinsad;
O@™)" = O(@™) och O((O(™)") = O&™);
o)

)
ii)
(ii)
iv)
)
)

(V1 (") - 0dax— 0omn > 0.

Observera speciellt fallet (i) med n = m och minus; vi har alltsa
O(z") — O(z") = O(z").
Ordo-termer tar aldrig ut varandra eftersom det kan vara olika funktioner B(z) i de olika

1 . .
uttrycken. Vi kan dven ha negativa exponenter som till exempel O (—) , da ofta underforstatt
x
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att detta géller nir x — oo istéllet for néra noll (annars dr ordo-termen inte liten). Vi kan &ven
tanka oss uttryck som O(|z|*) for o som inte ar heltal. Viss forsiktighet krdavs dock sa att allt
ar definierat (o = 1/2 ger en kvadratrot som inte &r sa pigg pa negativa tal som bekant, dérav
beloppet i uttrycket ovan). Ett annat speciellt fall &r O(1). Detta &r alltsa endast en begrénsad
funktion. I normala fall kan vi inte gora sa mycket med detta uttryck sa om det dyker upp
behover vi antagligen gora nagot annorlunda.

N

3% Exempel
Till exempel sa géller

?+2'+0(°) _ *(1+2°+0(%)  2°1+2°+0(2%) 1+2°+0(z°)
T+ 23+ O0(x3) x+ O(x?) — 2(14+0(2?) ‘ 14+ 0(2?)

och da braket dr begrinsat néira noll (varfér?) sa ér alltsa allt lika med O(z).

Man kan dven hamna i situationen att man har potenser av uttryck som innehaller ordo-termer.
Systematiskt kan man ga till vaga som i féljande exempel.

N

5% Exempel
1 1
Létt:x—§a72—6x3+0(x4).Dégéﬂler att
o, (. 1o 13 4 ST nY_ . 2_ .3 4
t“=t-t=|xz— =z > +0@=") |- r— =z >+ 0(z%) | =2° —2° + O(z%),
2 6 2 6
1 1
=ttt = <:c — 5:52 — 6:1:3 + O(:r4)> - (2* = 2 + 0(2")) = 2° + O(a?),

th=1t-1* = <x - %xQ — %x?’ + O(x4)> - (2° + O(z*)) = O(aY),

Nér man har vanan inne kanske man tar lite genvéagar...

L

Q" Exempel
Om t =z + O(x?), vad dr 1+t + O(t3)?

Losning. Vi stoppar helt enkelt in vad ¢ ar och forenklar:
1+t+0F)=1+2+0@*) +0((z+O0@H))?) =1+2+0(2*) + O(*) = 1+ 2 + O(2?).

Hir har vi undersckt (z + O(z?))? och ser att den ligsta exponent som dyker upp dr nir
termen z - = -  dyker upp i produkten. Alltsa maste detta uttryck vara = O(z%). Eftersom vi
redan har en O(z?)-term sa tillfér detta inget och vi erhaller svaret ovan.



2% Vad innebir det att f(x) = O(x™)?

Ofta handlar det om att beskriva hur snabbt en funktion f(z) gar mot noll (eller kvalitativt
hur liten den &r néra noll). Man kan da ténka sig att uttrycket i ordo-termen ger en grans for
hur stor f(x) kan vara och mer eller mindre "trycker ihop” grafen for f(z) pa ett visst sétt
néra origo. Betrakta foljande exempel (dér f(x) &r den blaa kurvan).
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Om f ar tillrickligt sndll (i meningen deriverbar) kan man visa att féljande samband géller.

!
Om f € C™*! niira origo sa #r f(z) = p,(x) + O(z"), dér p,(z) dr Maclaurinpolynomet av
ordning n.

Bevis. Om vi erinrar oss Lagranges restterm pa integralform kan vi skriva

x—t)"

7(2) = pala) + / T e gy gy,

n!
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Da maste

= | %ﬂ”*l()dt\ / %W“(ndt
§|°:;_‘!n| n+1 ‘/ dt = ’n+1

B(x) =

begrinsad pa, tex, —1 < 2 < 1, eftersom f"*V(¢) &r en kontinuerlig funktion. Saledes mas-

te r(z) = O(x™*).

Har ar

TL+1)t
L max 70

o

Q" Exempel
Maclaurinpolynomet av ordning n for f(z) = e® kan fas enkelt eftersom f(™(x) = e® for
alla n, sa f(™(0) = 1 och

2 $3 1'4

_ 1 T z" O+
et = +$+5+§+I+ +m+ (:13 )

L

@ Exempel

Vi utvecklar f(x) = cosx. Da ér f'(z) = —sinz, /() = —cosz, f®)(z) = sinz och f®(z) =
cos x. Sen borjar vi om med —sinz igen. Enligt formeln for Maclaurinutveckling erhaller vi
nu

z? zt
=1-—+—40
coszT = 5 (29).
2 4
Polynomet 1 — 5 + ) ar Maclaurinpolynomet av bade ordning 4 och 5 samtidigt ef-

tersom f()(0) = 0 s& z°-termen saknas. Aven om polynomet har grad 4 (inte 5). Nér man
vet om situationer som denna #r det ldmpligt att skriva O(x%) eftersom detta dr mer precist.
Vet man déiremot inte om att z°-termen saknas maste man skriva O(z°).

Alla dessa ordo-termer stéller till lite bekymmer ibland (speciellt ndr man léser facit). Precis
som ovan kan flera alternativ vara sanna men det betyder sa klart inte att de ar lika "bra”. Ett
annat exempel dr sinz = ¥ — /6 + O(2*) och sinz = 2 — 2%/6 + O(2°)? Bada #r korrekta.
Vilken skulle du vélja? Det &r den sista man brukar finna i tabeller, men vi alltid kan séinka
exponenten i ordo-termen ty

O(2") = Bi(w)a® = zBi(w)a" = O(a")

diir O(z') = By(z)z* med By(z) = xB;(z). Vi flyttar alltsa ett av x:en till den begrinsade
termen (vilket &r ok da z dr begrdnsad néra noll). Vi tappar alltsa lite information men likheten
ar fortfarande sann. Vi kan skriva O(x?) ocksa, men da férsvinner z3-termen in i ordo-termen.
Slutsatsen blir att vélja sa hog exponent som mojligt. Den uppméarksamma ldsaren har nu mérkt
nagot ganska underhallande: sekvensen av likheter kan endast ldsas fran vénster till hoger! Var
saledes lite forsiktiga. Losningen pa det formella problemet ar att anvénda andra beteckningar
istallet for likhet, alternativt skriva ut de begrdansade funktionerna hela tiden.



, /N Se upp med ordo-kalkylen!

Ett varningens ord infor tentan: slarva inte med ordo-termerna! Uppgifter med principfel i
ordo-hantering brukar rendera noll podng. Pasta inte att ett uttryck ar mer precist &n det ar
genom att svara med for hog ordo-term (typiska fel i stil med att pasta att vénsterled och
hogerled &r samma i

(z + 23 + O(x°))? # 22 + 22* + O(z"%)

dér bista korrekta ordo-termen i viinsterledet dr O(z°)) och att inte anvinda termer som &r
meningslésa pa grund av nédrvaron av en ordo-term (tex 7z + O(x?)).

4 Standardutvecklingar

Lat oss samla nagra vanliga utvecklingar som med férdel kan memoreras for att snabbt kun-
na anvindas. Samtliga kan hérledas direkt fran formeln fér Maclaurinutvecklingar dven om
nagra stycken kan goras lite enklare med vissa trick (vi undersdker ett par ndrmare pa nésta
foreldsning).

@ Vanliga funktioner
2 3
(i) e“‘”:1+x+%+%+...+0<xn)
2 3 N
(H) ln(l == iL‘) =T — % 18 % — coodk (_1)"+1% + O(xn+1)
2 4 2k

(iii) cosz =1— % + % b (;Uk)' + O(22++2)

q a 513'3 .775 3;'2'1‘3_1 k41

(iv) Smx:x_g—{_a_”.i(Qk—l)!+0($ )

3 2° 1727 62z°

¢ _ r | ax 11
(v) tanx = x + 3 + 15 o 15 +2835—|—O(x )
— 1 — 1 —2
(1+:c)0‘:1—|—ozx—|——a(a )x2+o¢(a >|(a >:L’3—|—
(vi) ala— 1) 2(a—n+1) >
+ ' 2" 4+ O(z"*)
n!
3 5 2n—1
(vii) arctanz = x — R (—1)”*196— + O(x*1)

3 5 2n —1

Utvecklingen av tan z kanske bér kommenteras. Koefficienterna som trillar ut foljer ett monster
av s.k. Bernoullital, men detta ligger lite utanfér kursen. Enklast kanske &r att hérleda de
termer man behover for situationen om inte tabellen finns tillgédnglig eller memorerad.
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Q Exempel
Visa att (1 4 ) har utvecklingen enligt tabellen ovan.

Losning. Vi ska med andra ord hirleda utvecklingen for f(x)
(viktigt!). Sa, om « # 1 (vad hénder om o = 17),

(1 + 2)® nér o ar konstant

fla)=al+2)*", f'@)=ala-1)1+2)*? fO)=ala-1)(a-2)1+2)"7?
ala—1)(a—2)(a—3)(1+z)*" ...,

vilket ger att

fO)=1,  fO0)=a,  ffO)=ala—1),  fO0)=ae-1)(a-2),
FB0) = ala — 1)(a = 2)(a = 3), ....

Enligt Maclaurins formel blir saledes

FO0) 5 fU(0) ,

f(f’f’):f(0)+f’(0)$+f”2<0)x2+ TR TR
=1+ az+ “(0‘2— D2, ola— 13)!(a —2) a3 ala- 1)(044!— (0 -3) 4,

Egentligen kanske man borde visa att monstret verkligen blir enligt ovan for godtyckligt &, men
jag tycker det dr ganska tydligt fran hérledningen.

S

@ Exempel
Hitta en utveckling fér v/1 + 323 med resttermen O(z?).

Losning. Vi later t = 323 och ser att

1 Lo(1_
Vitt=(1+t)"? =1+ 5+ %ﬂ + O(t?)
323 (327)? 3z3  9x°

Detta ar ett typiskt sétt att anvidnda standardutvecklingarna pa. Mérk att vi i nuldget inte
kan vara helt sdkra pa att polynomet faktiskt &r Maclaurinpolynomet, men vi aterkommer till
detta pa nésta foreldsning.

Ett krangligare exempel? Visst, man kan gora saker hur bokiga som helst!

L

Q Exempel

Finn en utveckling for cos(sinz) av ordning 5.




3

Losning. Lat ¢t = sinxz. Da ér t = x — % 4+ O(2"), t #r néra noll ndr x &r nira noll (viktigt!),
och '

2 4 1 3 2 1
cost = 1—t——|—t——|-0(t6) = 1—5 (x—x—+0(az5)) +—(93+O(:E3))4+O(t6)

2 4l 3! 4l
x?  axt o ot 6 316
1 0 4 1 O(a) + Ol(s + O
x?  bat 6
_1_E+I+O(x ).

Vad hénder om vi betraktar sin(cosx) istéllet? Undersok saken och var forsiktig med ordo-
termen!

5 Taylorutvecklingar

Vi har ndmnt problemet tidigare: vad hénder om vi vill approximera f kring en punkt z = a
istallet dér a # 07 Vi kommer at detta problem genom att betrakta g(t) = f(t + a), sa vi later
alltsa t = z — a. Genom en Maclaurinutveckling av g erhaller vi da foljande:

g(t) = g(0) + ¢'(0)t + %@tz +- 4+ %t” +O(t"™)

Hér ar ¢(0) = f(a), ¢'(0) = f’(a), och sa vidare, och vi kan formulera uttrycket i variabeln x i
stéllet. Vi summerar resultatet i féljande sats.

<>

e Taylorutveckling

Om f &r en (n + 1)-ganger kontinuerligt deriverbar funktion néra = = a sa ar

"(a ) (g
1) = f(@) + fla)e—a) + LD e —ap oy T

5 (z —a)” + O((z — a)™*1).

Observera hiir att termen O((z — a)™™!) &r liten néir z dr néra a i stéllet fér nir x &r nira
noll. Detta &r viktigt! Konstruktionen med ¢(t) = f(t + a) gor att vi i princip alltid kan anta
att a = 0 nér vi bevisar satser. Med andra ord géller motsvarande satser for Taylorutvecklingar
som giller for Maclaurinutvecklingar.

L

@ Exempel

Finn Taylorutvecklingen foér arctan (g) kring x = 3 av ordning 2 med restterm pa ordo-form.

10



Losning. Lat f(z) = arctan (£). Da &r
1 1 1
: och f"(z) = —;2.
4 (14 22/4)

F@) =5 T5are ~ axan

Vi soker utvecklingen kring = = 3, sa a = 3 i satsen ovan. Saledes erhaller vi att

1 2 3 12

3 / _ _ " e
f(3) = arctan (5) . f'3) = 5705 13 samt f"(3) = 7T

Enligt satsen ovan ser vi att

arctan (g) = arctan (g) + %(m —-3) — %(m —3)? 4+ O((x — 3)%).

Sjéalvklart kan man i princip alltid likt vid hérledning av Maclaurinutvecklingar anvédnda satsen
ovan direkt (derivera och rikna ut f(a), f'(a) och sa vidare, precis som i exemplet ovan) men
ofta kan vi rddda situationen med en kind Maclaurinutveckling. Hur? Vi betraktar ett par
exempel for att illustrera.

N

v

Maclaurinutveckla polynomet x% + 222 — 3z + 4 till ordning 2. Utveckla dven polynomet z* +
222 — 3x + 4 kring x = 1 med ordning 2.

Exempel

Losning. Maclaurinpolynomet av ordning 2 ges av 22 — 3z + 4 och utvecklingen kan skrivas
ot +22% — 3z + 4 =227 — 3v + 4+ O(a?).

Nu rakar 3-termen saknas sa vi skulle lika géirna (béttre) kunna skriva O(x?). Vad hiinder nir
vi soker en Taylorutveckling kring x = 17 Enklast ar ofta att lata t+1 = x eftersom vi da har x
nira ett nir ¢ nara noll. Alltsa,

et 422 —3r+4=(t+ 1) +2(t+1)> = 3(t+1)+4
=144t +62 +482 +t1 2> + 2t +1) = 3(t+1) + 4
=445t + 82+ Ot} =4+5(x— 1) +8(x — 1)* + O((z — 1)*).

Hir kan vi inte skriva O((z — 1)?*) eftersom det finns en ¢3-term. Det kan alltsa bli skillnad
beroende pa vilken punkt vi arbetar i (inte sa férvanande om vi ténker efter).

L

@ Exempel

Taylorutveckla 1 + sin(x) kring = = g

11
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Vi later x =t + 5 Om =z ar nara 5 sa ar t nara 0. Vi Maclaurinutvecklar da

(z —7/2)*

T +0((a—/2)"),

g(t) = f (t + g) — 1+sin (t + g) = 1+cost = 2—§+O(t4) 92

dér vi anvéint den kénda trigonometriska formeln sin(t 4+ 7/2) = cost, ¢t € R.

6 TillAmpningar

En vanlig tillampning fér Maclaurinutvecklingar ar berékning av gréansvirden.

L

@ Exempel
Berakna lim ST
z—0 X

Vi loser detta genom att Maclaurinutveckla sin z (se tidigare exempel):

. .3 5
sine 2= @/6) O L 5,2) 51, daw — 0.
xz T

Vi kan alltsa Maclaurinutveckla uttryck istéllet for att memorera standardgransvéirden!
Nista forelasning kommer att innehalla massvis med fler tillampningar!
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