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1 Lagranges form for resttermen

Vi har tidigare anvént resttermen pa ordo-form med goda resultat. Oftast i samband med
gransvirden, extrempunktsundersokningar eller andra lokala egenskaper. Vad kan man gora
om man vill ha ett resultat som géller globalt, eller atminstone pa ett forutbestiamt intervall
kring en punkt? Vi behover alltsa en mer precis kontroll pa hur felet i utvecklingen beter sig.

@ Lagranges form
Om f € C™! néra z = 0 sa kan resttermen r(z) i Maclaurinutvecklingen av ordning n for f
skrivas

f(n+1) (5) n+1

r(z) = mx for nagot &€ mellan 0 och x for varje fixt & néra origo.
n !

T o t n
Bevis. Kom ihag fran foreldsning 1 att r(z) = / (x—|>f(”“)(t) dt. Eftersom (z —t)" > 0
0 n!

for + mellan 0 och z, samt att bade (z — )" och f™*V(¢) #r kontinuerliga, kan vi anvinda
medelvirdessatsen for integraler som sédger att det for varje x finns ett tal £ mellan 0 och x sa
att

r—t)"

(o) = 1) [

n!

(x —t)m+t }tw o Jer(€) ey

dt = f0(E) {_(nJrl)«n! o (1)

Beroende pa vad du vill astadkomma, se till att du véljer ratt form pa resttermen!

(i) Vid undersokning av lokala egenskaper (sasom gransvirden, kontinuitet, extremvérden)
sa brukar en ordo-term duga for att svara pa fragan.

(ii) Om vi behover information vid en specifik punkt 2 = a dér vi inte utvecklar i just x = a,
eller om vi vill ha information som géller pa ett helt intervall, sa maste vi anvianda
Lagrange restterm. Det &r ett principfel att trycka in en ordo-term i dessa sammanhang!




, /N ”Funktionen” &

Observera att detta dr punktvis. For varje fixt x har vi resttermen pa denna form. Talet &
beror alltsa pa vilket viirde = har och bor déarfor egentligen betraktas som en funktion &(z)
av z. Detta kan stélla till det om man inte ar forsiktig. Pa det sdttet vi kommer att anvianda
Lagranges form kommer vi dock inte att paverkas da vi hela tiden kommer jobba med sa
kallade likformiga uppskattningar (som géller for alla vérden i nagot fixt intervall for den
variabel vi betraktar). Déaremot kan funktionen £(x) potentiellt vara ordentligt elak (vi vet
inte hur den ser ut eftersom den definieras via medelvirdessatsen for varje x). Det gar alltsa
inte att derivera resttermen r(x) pa Lagranges form hur som helst och &ven integration bor
utforas forsiktigt dar man helst uppskattat bort allt {-innehall innan nagon integral dyker
upp.

Ibland skriver man £ = fx, dar 6 € [0, 1] for att markera att £ beror pa x. Observera hér att
dven @ varierar néir vi &ndrar x, men ar begransad mellan 0 och 1.

Lat oss betrakta ett exempel.

L

Exempel

Lat f(x) = (1 + ). Vi vet fran binomialsatsen precis hur detta ser ut (Pascals triangel och
sa vidare). Alltsa,
f(z) =1+ 5z + 102® + 102> + 5z* + «°

for alla x. Lat oss utveckla f till ordning 3. Da &r
f(z) =145z + 102* + 102° + r(x)

FO©)
41
ar klart eftersom vi vet att r(z) = 5z* + 2° och det &r det enda séittet dessa tva uttryck kan

matchas pa:

(4) (4)
0 s o 190

dér r(z) = 2. Det #r tydligt att vi maste dndra & beroende pa hur vi viljer z. Detta

—5+z & b5(4+5=5+z & g:%

om z # 0 da f@W(€) = 120¢ + 120, vilket ger ett & som beror pa x (linjért till och med!). I
det generella fallet beror sa klart inte £ sa enkelt pa x, men exemplet visar att ett beroende
ganska direkt uppstar.

fU)

(1) (x — a)"™ dar ¢

For motsvarande Taylorutveckling kan resttermen skrivas r(x) =

ligger mellan = och a (och x néra a ar fixt).

2 Tillimpningar

Sa vad kan vi anvénda detta till? I princip de situationer da vi inte enbart &r intresserade av
vad som hénder (véldigt) ndra en viss punkt. Allt fran att visa att en viss Maclaurinutveckling
konvergerar pa nagot intervall da vi fortsdtter mot oédndligheten med antalet termer till att vi
kanske mer precist vill uppskatta en integral dér vi inte kdnner till nagon elementér primitiv
funktion. Vi fortsédtter nu alltsa med en rad exempel pa hur vi kan anvénda oss av Lagranges
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form pa resttermen. Forst sammanfattar vi stegen som ofta ingar i anvindandet av Lagranges
restterm.

/7 Vanliga tekniker
e [ allménhet gor vi ett byte forst och utvecklar en standardutveckling och sen pluggar in
den gamla variabeln i resttermen for den enkla utvidgningen. Se till att halla koll hér
pa vart & ligger.

e Forsok fa en uppfattning om storleksordningen pa r(x) for olika n. Hur stort n krdvs?
Ar det 6verhuvudtaget mojligt?

e Rikna ut derivatan f™. Tips kan fas fran hur Maclaurinutvecklingen ser ut (men den
riacker inte!).

e Uppskatta resttermen sa att vi far bort £. Utga fran det varsta som dr mojligt pa det
intervall vi arbetar.

Lat oss rikna nagra exempel for att fortydliga.

5% Exempel
Skriv upp resttermen r(x) pa Lagranges form for utvecklingen av ordning 11 for T
x
Losning. Lat g(t) = (14 ¢)~'. Vi betraktar
gty =1 +t) " =1—t 4+ — > +r(t),
g () 4
dér r(t) = Tt med & mellan 0 och ¢. Varfor stannar vi vid n = 37 Jo, vi kommer ersétta ¢
' 24
med z°, sa da far vi med allt upp till ordning 11. Eftersom ¢®*(t) = e (detta maste
riknas ut) sa har vi alltsa
24 1
r(t) = th = tt,  for nagot & mellan 0 och t.
O=Tirep ~arer got &

Varfor inte skriva 0 < £ < t7 Faktum &r att vi inte vet om ¢ &r positiv eller negativ sa da behovs
lite belopp hér och dér for att vara sikra. Enklare att uttrycka saken med ord! Vi atergar till x:

1
=1 -2+ 2% — 2% +r(a®)
1+ a3
, . . 12 , (%)
=1—-2"4+2" —2"+ ——=, for nagot £ mellan 0 och z°.
(1+&)p B0t ¢

Observera att kravet pa & nu #dndrats till motsvarande krav for z. Detta ar viktigt! Vi kan

ocksa jamfora med att direktutveckla f(z) = 0 Da blir Maclaurinpolynomet detsamma
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(givetvis) och resttermen far formen

f(12) (g)xm B ( 524 B 521 518
o = (981441 v P 1948617 L + 2854035 v e
— 2125764 & + 847098 & 173502 _& (W)
(1+¢%)" (1+¢3)° (1+¢3)°
£° & 1 ) 12
15849 ———— — 450 .
T ey T ey Tarey)”

En naturlig fraga nu ar sa klart hur detta resultat kan stdmma 6verens med (x) eftersom de
bada uttrycken ser ordentligt olika ut. Téank dock pa att det &r olika £ i de tva uttrycken. Det
enda vi pastar dr att for varje z finns ett & mellan 0 och 23 och ett & mellan 0 och z si att
resttermen i (x) far samma numeriska virde som (#), med & = & respektive £ = &. Sa bada
varianterna ger en korrekt likhet. Vilken skulle du vélja att arbeta med?

N

5% Exempel

8\’ 1
<= 12 £5 <=
< (7) |z|** for |z| < 5

Losning. Det enda som blir kvar inne i absolutbeloppet ar resttermen vi tog fram i féregaende

Visa att

xS—(l—x?’—i—xﬁ—xQ)

1 1 1 1
exempel. Eftersom |z| < 5 Ar ~3 <P < 3 Dablir1+&>1— 3 eftersom ¢ ligger mellan 0
1
' 12

och z3. Alltsa blir
‘x’u 8\’ 12
arer” | S - \7)
(1-3)

Hér var det alltsa viktigt vilka viarden £ kan antal

N

@ Likformig approximation pa ett intervall
1
1+ a3

1
—p(z)| <1073 for |z| < >

Hitta ett polynom p(z) sa att ‘

Losning. Enligt ovan, 1at p(z) = 1 — 23 + 25 — 2°. D& giiller att

1 5 52—12
] p(sc)'s (3) o2 <® s s 5 10

1+a23 7 75 4927 24017 " 24005

for alla |z| <

2.1 Uppskattningar av funktionsvirden

Typiskt skulle man kunna vilja veta approximativ vilket virde en given funktion har i en viss
punkt x = a. Ett sidtt ar att approximera funktionen med dess Maclaurinpolynom, som gar latt
att rdkna ut numeriskt i en viss punkt (till exempel z = a). Felet i denna uppskattning maste
dock vara under kontroll, sa vi behover anvdnda Lagranges restterm med x = a och se hur stort
detta blir.



L

@ Exempel

1
Uppskatta talet cos 1 med ett fel < 1076,

Losning. Vi vet att

2 2n
cosz=1-— % +-- (—1)"(;0”)! + (= )”*1(220—_?_&2)! 242 for nagot € mellan 0 och .
Resten kan vi uppskatta (for x = 1/4) med
q\n+1 COSE  anyo 1
(—1) @nt 2 2)!x S B0 1 2) eftersom |cosé| < 1.

Vi kan nu testa n for att se niir detta blir < 1076, Vi ser att n = 1 inte duger men med n = 2
erhaller vi

1 1 1
P ) - aeg 4000500 000 5
Alltsa ar
coslzl—ith—l—R
4 32 6144
dir |R| < 107S.
-\@’- Exempel

Uppskatta v/3 med ett fel < 1072,

Losning. Att forsoka utveckla v/3 = /1 + 2 visar sig valdigt svart da @ = 2 &r for stort. Vi
N ) 3-25-81 .
forsoker skriva om 3 = ——————, och ser da att

9 /75 9 | 6
=4/ —=4/1- —
V3 5V 81 5 81

vilket verkar mer lovande. Vad vi gjort &r att vi forldngt 3:an med en kvadrat och sen introdu-
cerat en annan kvadrat av ungefir samma storlek. Pa sa sdtt far vi nagot néira ett inne i roten
nar vi bryter ut jaimna kvadrater. Vi utvecklar /1 + x:

r a2 (14§72

\/1+$:1+———+&x3,

2 8 3!
dar ¢ ligger mellan 0 och x (och vart x = —6/81). Vi uppskattar resttermen (fér hela utveck-
lingen) for att se om detta récker:

21+ ' __ 9P

9
5 3! = 5.16(1 + €)%

Eftersom ¢ ligger mellan 0 och # = —6/81 blir ndmnaren som vérst 1 —6/81 = 75/81. Vi kan

da uppskatta att
5 5 5 5
75 5V/3 5.3 5
1oey2s [ J2) - (2V° 2'g) _ (2
(1+¢) _<81> <9>><9) <6)
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3
dér vi utnyttjat att v/3 > 7 Nu kan vi uppskatta resttermen med

9-6%-6° 16

< < 1073,

= < —
5-813-16-5°% 9-56 56 1002

Alltsa har vi

9 3 36 1403
3=—-(1-=— R=—"14R
V3 < 81 8-812>+ ST

dir |R| <1073,

2.2 Integralkalkyl

Man kan &dven hitta approximativa virden for numeriska integraler. Detta astadkoms genom att
man approximerar integranden med dess Maclaurinpolynom. Problemet ligger i att vi behover
ha kontroll 6ver hur resttermen beter sig 6ver hela integrationsomradet. Det riacker alltsa inte
med resttermen pa ordo-form, utan vi behéver anvinda oss av Lagranges restterm.

:@’.

1/8
Berékna approximativt / V1 4+ 423 dx med ett fel som dr < 1077,
0

Exempel

Losning. Vi utvecklar integranden och later ¢t = 423:

1 1
V1443 = (1+1)V% = 1—|—§t— §t2+r(t) =1+ 22 — 22°% + r(42?),

. %(]‘ + 5)_5/2 3 rer o . 3
dér r(t) = Tt for nagot ¢ mellan noll och ¢. Vi uppskattar r(4z*) genom

3
r(4z)| < ——(42%)3 = 42°
8- 3!

eftersom 1+ ¢ > 1 da € ligger mellan 0 och 23 samt x > 0. Alltsa dr

4

1/8 T 27 1/8 1/8
/ V14 4z3de = {a: +5 - 271 + / r(42®) dx
0 0 0

1 1 1 /1/8
=+ — —— + r(42°) dx,
23 213 7 . 220 0

dar

1/8
/ r(42®) dx
0

Eftersom 230 = 10243 > 10° sa ar felet < 1072,

1/8 1/8 9 1 1
S/ |r(4x3)|dx§4/ $9dx:5[x10}1/8<—:—.
0 0




2.3 Konvergens?

En ganska naturlig fraga dr sa klart vad som hénder om vi tar med odndligt manga termer
i Maclaurinpolynomet (och vad det skulle betyda). Ett sett att resonera pa &r att analysera
resttermen och se vad som hédnder med den nér antalet termer gar mot odndligheten. Ett annat
sitt ar att stirra pa polynomet och fundera. Foljande exempel &ar ganska intressant med tanke
pa att samtliga Maclaurinpolynom &r identiskt lika med noll.

/8 Konvergens av utvecklingar
Ibland kan man hamna i urartade situationer. Ta till exempel foljande funktion:

B e Ve x40,
f(@) = {0, xz = 0.

Denna funktion &r intressant da f(™(0) = 0 for varje positivt heltal n (visa det). Alltsa &r
alla Maclaurinkoefficienter lika med noll och alla Maclaurinpolynom p,(z) = 0 for alla z. Man
kan tdnka sig att detta aldrig kan vara en bra approximation, men lat oss rita hur f ser ut:

Y

Verkar inte helt galet &nda! Tydligt att approximationen inte fungerar nér vi flyttar oss for
langt fran origo, vilket &r ett fenomen som intréffar da och da. Déremot &r detta ett exempel
pa en funktion dér alla termer stdmmer 6verens med Maclaurinpolynomet, men dven om man
tar med o#ndligt manga termer blir det bara likhet i en enda punkt (x = 0). Vi aterkommer
till problemet att hitta konvergensomraden senare (potensserier).
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