Forelasning 4: Taylorutvecklingar — en aterblick

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

28 mars 2025

1 Taylorpolynom

Lat en funktion f vara "snill” (sig C™*1) i en omgivning (dvs nagot intervall) av en punkt z = a.
Vi har da visat att man kan approximera funktionen f med ett polynom p enligt

f(x) = p(x) +r(z)

"(a (n) a
:f(a)+f’(a)(x—a)+f—()(x—a)2+---+ LA )(x—a)"—i-f(x) —p(z).
N 2! n! e —
approximation fel
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kallas Taylorpolynomet av ordning n (eller Maclaurin-polynomet om a = 0). Formeln kan

alltid anviandas direkt, men ibland finns genvigar genom att till exempel anvianda sa kallade
standardutvecklingar och ibland kan symmetri hos en funktion gora att vissa koefficienter ar
lattbestdimda. Exempelvis en jamn funktion kommer endast att ha jaimna termer (varfor?).
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2 Resttermen

Felet r(x) = f(x) — p(z) kallas for resttermen. Notera att resttermen och Taylor-polynomet har
vissa karakteristika drag.

(i) Felet r(z) &r litet nir x ~ a. Kontrollera att detta &r sant vid anvéindning!

(ii) Fler termer i p(z) = polynomet stdimmer béttre 6verens med funktionen néra a.

)
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(iii) Felet beror pa bade x och gradtalet n (och sjélvklart funktionen f och a).
) r(0) =#'(a) = 1"(a) = -+ = 1" V() = rV(a) =0

Lagranges restterm pa integralform:
r(z) = (_1)n/ ﬂf n+1) ( )dt = / Mf(nﬂ)(t) dt.
a n! a n!
Resttermen pa "Lagranges form”:

(x —a)"™!

, Fr€), € mellan a och .
n!

r(z) =

Resttermen pa "ordo-form”:

r(z) = O((x — a)"™).
Kom ihag hur vi definierade O(z").

Stora ordo

Definition. Vi séger att f(z) = O(z™) da x &r nédra noll om det finns en begridnsad funk-
tion B(z) sa att f(x) = B(x)z™ for x néira noll.

@ Egenskaper for stora ordo

For x néra noll och m,n > 0 géller:
(i) O(z"™) £ O(2™) = O(z™) om m < n ("ldgst vinner”);
(z")0(™) = O(z™™);

m f(z) = O(2") och m < nsaar f(x) = O(x™) (vi kan sinka exponenten);

(™)" = O(z™") och O((O(z™))") = O(z™");

o)
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B(z)O(z") = O(z™) om B(z) ér begrénsad;
o)
o)
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Q Exempel

Finn Taylorutvecklingen for In (1 + 2x) kring z = 1/3 av ordning 1 med restterm pa ordo-
form.

Losning. Lat f(z) =In (1 + 2x). Da &r
f'(a) =2

Vi soker utvecklingen kring x = 1/3, sa
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£(1/3) = n (g) O

Enligt satsen om Taylorutvecklingar ser vi att
5\ 6 1 1\?
In(1+2x)=1In{- — - = _Z )
n(1+ 2z) n(3)+5(x 3)+O<(I 3>>

3 Nar anviander vi de olika formerna?

Beroende pa vad vi vill astadkomma sa véljer vi mellan ordo-form och Lagranges form pa
resttermen.

3.1 Lokala egenskaper

Egenskaper som &r lokala till sin natur, sasom gransvarden, kontinuitet, max/min etc, kan ofta
undersokas med resttermen pa ordoform.
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5% Exempel
Hitta Maclaurinutvecklingen fér v/cos 2z med resttermen O(x®).

Losning. Enligt standardutvecklingar sa géller att
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Avgor om g(z) = 2 + Vcos2z har ett extremviirde i origo och om sa &r fallet, vad dess
karaktéar ar.

Exempel

Losning. Fran ovan ser vi att

1 1
g(x):x2+\/cos2x::v2+1—x2—69644-0(:66) =1—a! <6+O(:c2)>,

1
vilket innebér att det finns en (mojligtvis liten) omgivning | — 0, d] sa att 6 + O(2*) > 0
for —0 < x < 9. For sadana x giller alltsa att

1
glx) —1=—2* (6 + O(x2)) <0
med likhet endast da x = 0. Saledes dr x = 0 en maxpunkt.
Y
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-\@’- Exempel
arctan sin® z — tan
Finn gréansvirdet (om det existerar) lim
20 22 In(1 + 22)
Losning. Lat t = sin z. Da ar
3 2 4
_ x 5 _ o 227 6
t= (x—a%—O(x )) = + O(z”)
och dédrmed &r
3 . 22! 6 2 4113 . 22! 6
arctant =t + O(t°) = x —?4—0(1' )+ 0 ((z* + O(z")*) == —?—FO(x ).

Vidare ar
tan z® = 2% + O(z°)
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och
2’ In(1 4 2%) = 2%(2* + O(z")) = 2* + O(af).
Vi har alltsa

arctansin’z — tanz? 2% — 23%4 — 2>+ 0% -2+ 0(2? 2 1

22In(1 + 22) B z* 4+ O(x9) 14+ 0(2?) AT

En liten anmérkning angaende tan kanske ar pa sin plats. Vi betraktar egentligen inte utveck-

lingen for tanx som en standardutveckling, men da — tanx = och tan &r en udda

T cos? x

funktion sa kan vi se att tanz = x + O(z?%).

3.2 Globala egenskaper

Nér vi soker beteende for en funktion pa ett intervall behéver vi anvinda Lagranges form pa

resttermen:
(LL' _ a)n—i—l

r(r) =
(@) (n+1)!
Denna situation ar typiskt nér vi vill ha uppskattningar av ett funktionsvérde i en annan punkt
an vi utvecklar i, ndr vi vill ha uppskattningar som géller pa ett helt intervall, eller nér vi vill

uppskatta en integral genom att utveckla integranden.
Kom ihag foljande!

f(nH)({’), ¢ mellan a och z.

(i) & ar INTE konstant!
(i) ¢ kan vara negativ!

(iii) Att uppskatta f( () #r ett maximum-problem pa nagot intervall [a, b]. Mirk att vi oftast
inte behdver hitta det exakta virdet utan att vi kan gora ganska grova uppskattningar
for att slippa besvérliga uppskattningar.
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@ Exempel
Lat f(x) = In(1 4+ 2?) + 2arctanz. Visa att |f(x) — 22| < 22% d& |2| < 1.

Losning. Vi ser att

o 2w 2 21+
fla) = 1—|—x2+1—|—x2  14a2
och - 02
wo N 2—dr—2x
f (ZE’) - (1+$2)2 )
. 12— 4¢&— 262 1—2¢—¢£2
_ / 12a—4ag — 2 _ 4 2
f(m)—f(0)+f(0)x+2—(1+£2)2 x° =21 + e x”,
for nagot € mellan 0 och x. Alltsa kommer
1-20-&]  [2—(£+1)?
-2 < [T = Bl
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Notera att ‘2 —(&E+ 1)2| <2for —1 < € <1ochatt 14 &% > 1 for alla &, vilket innebér att

2— g+ _ 2

1+&2)2 — 12

da & ligger mellan 0 och z, sa [£] < 1 eftersom |z| < 1. Notera att det inte finns nagot & som
gor att braket blir just 2
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5% Exempel

1/4 1
Visa att / arcsin(v/1) dt ~ B med ett fel < 1/70.
0

Losning. Lat f(s) = arcsin(s). Da géller att

flo) == o 1"(5) = Ty
Alltsa blir
arcsin(s) = f(0) + f'(0)s + L(O =5+ #82, ¢ mellan 0 och s,
2 2(1 — €2)3/2

sa

arcsin(vt) = vVt + Wt, ¢ mellan 0 och V.
Eftersom vi &r intresserade av niar 0 < ¢ < 1/4, sa kommer 0 < ¢ < 1/2. Alltsa blir

§ <L 1 — 4 _ 2 4
2(1 _ 52)3/2 — 4 (1 _ 1/4)3/2 4 .33/2 3\/5 9

da /3 > 3/2. Det foljer att

1/4 1/4 1
/ arcsin(v/t) dt = / Vtdt + R= — + R,
t2

1/4 ¢ 4 U4 4 1/4 1 1
—————tdt| < = tdt = - = — = —.
/0 2(1 — £2)3/2 _9/0 9{2}0 9.8 72

Notera att det gar att rédkna ut integralen exakt (hur?) utan stérre problem (med exakta
svaret v/3/8 — m/24).

Rl =
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