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1 Partikulirlosningar

Vi kommer nu att betrakta linjdra ekvationer av hogre ordning. Det innebér att ekvationen
kommer att ha formen

an(2)y™ () + an-1(2)y" (@) + -+ ar(2)y (@) + ao(2)y(z) = g(x), = €la,b],

dér ag,a,as,...,a, och g ar funktioner som &r tillrdckligt snélla for att ekvationen ska ha
mening och |a, b[ &r nagot 6ppet intervall (mojligen oédndligt). En 16sning y till ekvationen &r
en funktion y € C™ (sa y ar n ganger kontinuerligt deriverbar) som uppfyller sambandet ovan
for varje « €|a, b[. Det kommer i allménhet att existera manga sadana losningar, sa vi kommer
att lagga en hel del energi pa att se till att vi finner samtliga 16sningar till ekvationen.

Lat oss borja med att betrakta ett exempel.
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5% Exempel

Visa att y = e” l6ser ekvationen

y' — 2wy +2y=4¢", z€R.

2

Losning. Eftersom vi fatt ett forslag pa 16sning sa testar vi helt enkelt om funktionen y(z) = e
16ser ekvationen genom direkt insdttning:

2

y=e" = y =2ae" = ¢ =2 +42%",

sa
y' — 2 + 2y = 26 + 42 — 21 - 2xe” + 26" = 4e*

for alla x € R.

En 16sning till en differentialekvation brukar kallas for en partikuldrlosning. Detta innebér
alltsa inget speciellt mer &n att det dr nagon funktion y = y, som uppfyller ekvationen. Sa om
en ekvation ar given, hur hittar vi dessa losningar? I princip handlar det om att gissa pa nagot
vettigt och visa att det fungerar. Det kan lata lite skumt i nuléget, men det kommer att blir
tydligare hur det fungerar senare.



2 Differentialoperatorer

For att underléatta notation och visa pa underliggande struktur introducerar vi begreppet diffe-

rentialoperator (DO). Den enklaste icke-triviala varianten pa en DO &r helt enkelt operationen
d

att derivera med avsende pa variabeln x. Vi brukar skriva det (-)/, —, eller det som kommer
T

att vara vanligast i detta avsnitt, D. Med andra ord géller alltsa

dy
dr
for alla deriverbara funktioner y. Vi tillater oss att vara lite slarviga med notationen. Sjalvklart

sa kan man &ven betrakta operationen att derivera tva ganger. Denna operation kan enkelt
skrivas D?. D& #r D%y = y" vilket kan ses genom mandvern

Dy(z) = y'(z)

D*y = D(Dy) = Dy =y".

Pa samma sitt dr D3y = y® och sa vidare. Vi dr nu mogna for foljande definition.

W Differentialoperator
Definition. Om p(r) &r ett polynom

p(r) = ap" + an_ 1"+ -+ arr + ag
definierar vi differentialoperatorn p(D) genom
p(D)y = anD™y + an 1 D"y + -+ - + a1 Dy + agy

for alla y som kan kontinuerligt deriveras n ganger. Polynomet p(r) kallas differentialopera-
torns karakteristiska polynom.

Ett par exempel &r pa sin plats.

@~ Exempel
(i) Om p(D) = D+ 1 ér p(D)y =y +y;

(ii) Om p(D) = D* -2 &r p(D)y = y" — 2y;

(iii) Om p(D) = (D +1)>=D*+2D + 1 dr p(D)y =y" + 2y + .

Det sista exemplet kommer vi att atervinda till. Man kan alltsa precis som for vanliga polynom
faktorisera p(D) bara man &r forsiktig i vilken ordningen man skriver D:n och konstanter. Detta
kommer att vara nyckeln till att 16sa hogre ordningens DE.

-@’- Exempel
Skriv ekvationen 2y®) — 3y’ + 2y = Tz med hjélp av en DO.




Losning. Vi ser direkt att ekvationen ekvivalent kan formuleras som 2Dy — 3Dy +2y = 7z, och
om vi later p(D) = 2D? — 3D + 2 kan vi skriva p(D)y = 7z. De termer som inte innehaller y
kan inte inga i operatorn.

<>

g Linjaritet
Sats. Operatorn p(D) definierad ovan ar linjdr, dvs om y; och ys &r n ganger deriverbara
funktioner och ¢, ¢y € C ar konstanter sa ar

p(D) (Clyl + Czyz) = c1p(D)y1 + cap(D)ysa.

Beviset dr enkelt eftersom vi vet att vi kan derivera en summa genom att ta summan av
respektive derivatorer samt att vi kan bryta ut konstanter (med andra ord, att operatorn D &r
linjdr). Faktum &r att satsen giller &ven om vi inte har konstanta koefficienter.

W Konstanta koefficienter
Definition. Vi séger att den DO p(D) vi introducerade ovan har konstanta koefficienter
eftersom konstanterna ag, ay, ..., a, ar just konstanter.

Definitionen kanske verkar lite konstig, men man arbetar ofta med DO:er ddr man later koeffi-
cienterna ag, a, as, . . ., a, i p(D) bero pa x (alltsa vara funktioner av z). Vi kommer oftast att
enbart betrakta fallet med konstanta koefficienter nér vi arbetar med hogre ordningens DE:er
(med bland annat Euler-ekvationer som undantag).

3 Generell 16sningsstruktur

Linjariteten hos ekvationen ger upphov till en generell 16sningsstruktur. Observera forst att
om y; och y, &r losningar till ekvationen p(D)y = g, sa kommer z = y; — yo att l6sa ekvatio-
nen p(D)z = 0:

p(D)z = p(D)(y = yp) = p(D)y —p(D)y, = g — g = 0.
Detta géller oavsett om koefficienterna i p(D) dr konstanta eller ej (endast linjariteten &r nod-
vandig). Lite omvént innebér detta att foljande sats géller.

<>

i

Sats. Samtliga 16sningar till p(D)y = ¢ kan delas upp i tva delar: y = yp + y,, déar den
homogena 18sningen y;, loser ekvationen p(D)y, = 0 och partikulérldsningen y, &r ndgon
16sning till p(D)y, = g.

Bevis. Genom att betrakta z = y — y, dédr y och y, dr olika 16sningar till ekvationen foljer
pastaendet av linjariteten enligt ovan. O

Vi har alltsa visat att z = y — y, loser den homogena ekvationen p(D)z = 0. Sa om vi har en
partikulérlosning y, sa att p(D)y, = g, sa ges samtliga 16sningar av denna partikulérlosning
plus l6sningar yy, till den homogena ekvationen p(D)y, = 0. Detta kommer vara nyckeln till att
16sa linjéra ekvationer av hogre ordning.

Begreppet "homogen 16sning” &r egentligen lite slarvigt da det &r ekvationen som vi har en
16sning till som ar homogen, inte l6sningen som sadan. Men vi kommer tillata sprakbruket.



4 Losningar till homogena ekvationer

Det blir saledes relevant att studera den homogena ekvationen med hog noggrannhet. Vi kommer
nu att betrakta linjara differentialekvationer av ordning n:

Yy (@) + a1y (@) -+ ay (@) + aoy (@) = g(x)
dér vi som vanligt kan skriva
p(D)y(x) = g(z), med p(D) = D"+ a, D" + -+ a1D +ap.
Det karakteristiska polynomet
p(r) =71"+a_ 1"+ +ar +ag
kan alltid faktoriseras enligt
P = (=) (= 7)™ (= )™

dér my +mgy +---+my = n och r; # r; da ¢ # j samt r; € C. Detta innebér alltsa att roten r;
har multiplicitet m;.

@ Losningar till homogena ekvationer

Sats. Samtliga 16sningar till den homogena ekvationen p(D)y;, = 0 ges av

yn = q1(2)e™" + go(x)e™ + - + qi(z)e™",

dér ¢;(x) ar godtyckliga polynom sa att grad ¢; < m; — 1.

Detta innebér att om r; dr en enkelrot (m; = 1) sa ar ¢;(x) = A en konstant. For en dubbelrot
ges ¢;(x) = Az + B, for en trippelrot har vi ¢;(z) = Ax? + Bz + C och sa vidare. Observera
att r; sa klart kan vara komplexa tal, och i sa fall &r 7, ; = a£if (om vi har reella koefficienter)
dér r; &r den konjugerade roten och

CLe"® + Coe’i® = (A cos fx + Bsin ﬁl‘)

for godtyckliga konstanter A och B.

[ specialfallet n = 2 kan p(r) faktoriseras som p(r) = (r — r1)(r — ). Enligt satsen ovan sa
kommer da losningarna till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 av

yp = C1e™* + Cye™* om 1y # 19 Och

yp = (C1 + Cox)e™™  om 1 = ro.

Vi visar detta specialfall. Tekniken visar hur man enkelt kan generalisera det hela till n > 2
genom att fortsétta upprepa anviandandet av integrerande faktorer pa enkel form. Vi ser att

PPy, =0 & (D =r)(D—r2)yn = 0.
Lat z = (D — r9)yp. Da ar alltsa (enligt fallet av ordning ett)

(D—r1)z=0 <& z=Ae"".



Da blir
(D - Tg)yh = Ae?* = Yp = Be™® + e’ / e 2% Ae™® (.

Om ry # 1o foljer det alltsa att

yp = Be™® + T — C«lerlx + C2er2:c

r — T2

och om ry = ry &r
yp = Be™* + Axe™® = (Ax + B)e™”.

N

Q Exempel
Hitta alla l6sningar till 2y” 4+ 3y’ — 2y =0

Losning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = 2r?+3r—2 och faktoriserar detta:

1
p(r) =2 (r - 5) (r+2).
Rotterna ar alltsa r = 1/2 och r = —2 vilket ger 16sningarna

y(I) = C’le’”/2 + 026721.

N

Q Exempel
Hitta alla l6sningar till v — 3y” + 9y + 13y = 0.

Losning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = r® — 3r? +9r + 13 och underséker
nér p(r) = 0:

pr) =+ —4r+13)=0 < r=-1,r=2+3i

Hér fick vi alltsa gissa en rot (r = —1) och polynomdividera lite. Det finns alltsa komplexa
rotter, men det gor inget. De homogena losningarna ges av

yh(l’) _ C«le—x + A6(2+3i)x + B€(2—3i)z
= C1e™™ + €% (Ae¥® 4 Be~%iv)
= Cre™® +e* (Acos 3z + iAsin 3z + Bcos3x — iBsin 37)
= Cie ™ + e** (Cy cos 3z + Cssin 37)

déar Cy = A+ B och C3 = iA —iB. Men eftersom A och B redan ér godtyckliga konstanter kan
vi lika gérna se Cy och C3 som godtyckliga konstanter. Svaret blir alltsa att

y(x) = Cre " + e** (Cy cos 3x + C3sin 37) .

Notera att det inte dr nodvandigt att gora om Euler-kalkylen varje gang; du far direkt skriva
upp losningen pa sa kallad reell form om du vill.



L

o

Exempel

Hitta alla 16sningar till y(© — 3y®) + 4y =0

Losning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = 7% —3r° +4r3 = (r — 2)%(r +1)r3,
sa de homogena losningarna ges av

yn = (Co + C1o)e* + Che ™™ + Cs + Cyx + Cya®.

5 Losningar till icke-homogena ekvationer

Lésningsgangen ér i princip likadan nér vi l6ser alla linjara differentialekvationer med konstanta
koefficienter. Vi forsoker summera denna.
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Givet en ekvation 4™ + a,_1y™ ™V + -+ + a1y + apy = g med konstanta koefficienter gor vi
normalt sett féljande:

Losningsschema

Identifiera p(D) och skriv ned det karakteristiska polynomet p(r).

Faktorisera p(r) (mojligen komplext) och notera rotterna ri, 7o, ..., 7 dir 1 < k < mn
samt deras multiplicitet m;.

Skriv ned alla homogena l6sningar
yn = q1(2)e™" + q@a(x)e™* 4 - - - + qi(x)e"*",

dér polynomet ¢;(z) har grad m; — 1. Om nagon rot r; &r komplex kan vi vilja att
skriva yy, pa reell form med cos- och sin-termer i stéllet:

e®® (a(x) cos fx + b(x) sin fx) ,
dér r; = o £ i och a(x) samt b(x) dr polynom med grad m; — 1.
Hitta nagon partikulérlésning v, till ekvationen.
Formulera den allménna l6sningen y = y;, + y,. Hér finns obestdmda konstanter.

Kontrollera att antalet obestamda konstanter #r detsamma som graden pa p(r). Detta
maste stimma.

Eventuellt bestdm konstanterna i de okdnda polynomet ¢;(x), ga(z), ..., qx(z) om det
finns villkor.

Det storsta problemet hiar brukar vara att hitta partikularlosningen och vi kommer dgna en hel
del tid at detta problem. Det brukar kénnas lite ad-hoc (vilket det kanske &ven &r) och man
behover bygga upp lite kénsla for vad som ar lampliga ansatser.



/N Villkor pa losningar
Observera att hela 16sningen y = y;, + y, maste bestdmmas innan nagra villkor sétts in for
att finna konstanterna. Detta kan inte goras direkt pa homogenlosningen.

6 Allminna l6sningar

For att hitta den allm&nna lésningen, dvs den 16sning som técker alla mojliga 16sningar till
ekvationen, sa behover vi forsta hitta en partikuldrlosning. Nér vi letar en partikulérlosning sa
brukar vi ofta utga fran nagon slags ansats som verkar rimlig och sedan bestdmma vilka virden
parametrar i ansatsen maste ha. Om det gar att vilja parametrarna sa dr vi fiardiga, annars
maste ansatsen modifieras. Sa hur vet man vad for slags ansats man ska géra? Vi kommer att
fortsdtta med detta pa nésta foreldsning, men lat oss betrakta ett par exempel redan nu.

L

Exempel

Visa att y = e” l6ser ekvationen

Yy — 2 + 5y = (42% — 4z + 7)e”

och hitta sedan en 16sning sa att y(0) = 3/(0) = 0.

Losning. Vi har redan fatt ett forslag pa partikuldrlosning: y, = ¢ Direkt derivering och
insattning visar att
2

Yy — 24 + 5y, = (4a® — 4z 4+ 7)e” .

Ekvationen har det karakteristiska polynomet p(r) = r* — 2r + 5, sa
p(r)=0 & r=1%2i
Saledes erhaller vi de homogena l6sningarna
yp = €° (Cy cos 2z + Cysin 27) .
Samtliga 16sningar till ekvationen ges alltsa av
2

y(z) = €* (C1 cos 2z + Cysin2x) + ™.

Vidare giller
y(0)=0 = OCi+e"=0 & C;=-1

och da y'(x) = €* (C} cos 2z + Cy sin 2z — 2C sin 2z + 2C5 cos 2z) + 2xe™”,
1
y'(O):0:> 01+202:0 <~ 0225

Den eftersoka losningen (den enda) ges av
1 . 2
y(r) =€° (5 sin 2z — cos Qz) +ev.

Sa néar vi fick ett forslag pa partikulérlosning gick det ganska enkelt. Men vad gor vi om vi inte
kéanner till nagon partikulédrlosning?



L

@ Exempel
Hitta alla losningar till v —¢" +y —y =z + 1.

3

Losning. Vi skriver upp det karakteristiska polynomet p(r) = 73 — r? +r — 1 och faktoriserar

detta:
p(r)=(r -1 *+1) = —1)(r+i)(r—1i).

De homogena lésningarna ges alltsa av
yn(x) = Cre” + Ae™ + Be™™ = C1e® + Cycosz + Czsin .

Vi soker en partikulérlosning y, och ansétter y, = Cx + D eftersom hogerledet ar ett polynom
av grad ett. Notera att vi har inte direkt anvéinder superposition, utan ansétter allt pa en gang.
Det gar alldeles utmérkt sa linge det gar att hantera ansatsen. Vi har

p(D)y,=C—-(Cx+D)=2z+1 < C(C—-D=1loch —C=1 & (C=-1lochD=-2.

Svaret &r alltsa
y(x) = Cre” + Cycosx + Cysine — x — 2.
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