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En funktion s: N — R brukar kallas talfoljd, och vi skriver ofta s, i stéllet for s(n). Detta
innebér alltsa att for varje heltal n > 0 sa &r s, nagot reellt tal. Andra beteckningar finns,
till exempel anvéinds ofta s[n] for att markera att det handlar om den diskret funktion (dvs
en talfoljd). Det &r inget speciellt med N mer &n att vi maste borja nagonstans och fortsétta
till oéindligheten. Vi kan lika gérna ténka oss en talfoljd s, dar n = —4,—-3,—2,.... Eller s,
diar n =0,2,4,6, ... och sa vidare.

-\@’- Exempel
(i) s, =3",n=0,1,2,...,dvs 5o = 1, 51 = 3, 55 = 3% och sa vidare.
. 1 o
n = oo 1t = %90, 0 — ) = 9 = :
(ii) s oo 1 4,5,6 dvs sg = 1/16, s; = 1/32, s, = 1/64 och sa vidare

Speciellt dr vi intresserade av summor av talféljder. Om a; &r en talfoljd kan vi lata

Sn=artaytta, =Y a
k=1
nagot vi stott pa vid manga tillfallen tidigare. Exempelvis som geometriska summor. Vi skapar
alltsa en ny talfoljd s,, n =1,2,3,..., fran talféljden ay, k =1,2,3, ...

N

@ Exempel

Exempelvis a, = 37 ger

1 Numeriska serier

Det som &r nytt nu dr att vi tédnker lata n — oo. Fragan uppstar da hur vi ska tolka "summan”

med oandligt manga termer. Lat oss kalla grinsvéirdet s sa att s = lim s, i de fall da detta
n—oo

gransvérde existerar, vilket forefaller vara en naturlig definition (jamfér med de generaliserade
integralerna). I exemplet ovan ser vi att

s:lim8n=11m§<1— ! ):;

n—00 n—oo 2 3”+1



Definition. Om a;, £ = 0,1, 2, ... ar en talfoljd definierar vi serien s enligt

o0 n
s = E ap = lim E a,
n—o0
k=0 k=0

n o
i de fall da detta grénsvérde existerar. Vi kallar s, = Z ay, for delsummor av Z Q.
k=0 k=0

Det kan ga at skogen pa tva olika sitt i definition:
(i) Om gréansvirdet blir nagon odndlighet, dvs s,, — oo eller s,, = —oo0 da n — oo.
(ii) Om gréansvérdet inte ens existerar som nagon oéndlighet, till exempel s,, = (—1)".

oo o0
I det forsta fallet skriver vi ibland Z aj = oo respektive Z ap = —00, dven om dessa inte ar
k=0

k=0 =
reella tal. Men det ger en smidigare notation (precis som for generaliserade integraler).

Definition. Om en serie existerar som ett dndligt reellt tal kallar vi serien fér konvergent.
Annars séger vi att serien dr divergent.

[e.e]

Vi skriver ibland (formellt) Z ay, éven da serien inte existerar. Speciellt i formen av fragan ”Ar
k=0

serien konvergent?”

-@’- Exempel

o (0.9} 1
Avgdr om Z(l + 2k) och Z oE dr konvergenta.
k=0 k=0

Losning. Den forsta serien ar divergent eftersom delsummorna ar aritmetiska sa

n

1+2 1 1
Z(1+2k):( i n—|—2 Jn+ ):(n+1)2—>oo, da n — oo.
k=0

Den andra serien ér konvergent eftersom delsummorna &r geometriska med |q| < 1, ty
"1 1 -2

- s _ 9—(n+1) 2

k,E_OQk_ oo =2(1-2 ) =2, dan— occ.

Vi har hér alltsa direkt avgjort konvergensfragan genom att helt enkelt (forsoka) rékna ut
serierna.



<>

e Divergenstestet
Sats. Om kll_}I{)lo a, # 0 sa ar ; ay divergent.

Observera att detta villkor for divergens inkluderar fallet nér grénsvardet klim aj inte existerar.
—00

Bevis. Lat oss skriva a;, lite kreativt enligt
ar = (a1 +az+---+ap) — (a1 +ag+ -+ ap1) = sp — Sp_1.

Om summan dr konvergent sa géller att bade s — s och s;,_; — s da k — oco. Men detta
innebar enligt likheten ovan att ay = s — sx_1 — s — s = 0 da k — oo. Med andra ord, om
serien ar konvergent sa maste a — 0 da k — oco. Negationen av detta &r pastaendet i satsen
ovan.

A

Observera att omvandningen inte géller. Det riacker alltsa inte att a;, — 0 for att en serie ska
o

1
konvergera. Det klassiska motexemplet ar den s.k. harmoniska serien Z z som divergerar.
k=1

Varfor divergerar den harmoniska serien? Man kan se det genom féljande illustration (vilket
ocksa visar att mycket kan gommas i odndligheten). Vi har

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

-~ -~

1 _
>815=3

f:l 1+ +1+1+1+1+
ko 3 4 5 6
k=1 S——

1 1_
>2.1 >4-1=

=

vilket innebér att den harmoniska serien dr storre &n summan av odndligt manga 1/2. Saledes
kan den inte konvergera.

292 Geometriska serier

o0

Den geometriska serien qu konvergerar om och endast om |g| < 1 och konvergerar da

k=0
> 1
till Y " ¢* = —
k=0

Detta foljer fran formeln fér geometriska summor:
. 1— gt 1
S
0 q q

savida |¢| < 1. Om |g| > 1 ser vi att ar = ¢" 4 0 da k — oo, s& serien #r inte konvergent i
detta fall.




@ Var borjar serien?

Det &r inget speciellt med att vi betraktar summor av talfoljder a; dar £ = 0,1,2,.... Vi kan

lika gdrna undersoka summor dar £ = m,m + 1,m + 2, ..., dvs Z ap. Alla satser stammer

k=m
anda. Om en summa konvergerar eller inte har bara att géra med hur termerna ay beter sig

for stora k. Om vi bérjar med k = 0, k = 1239 eller k = —74 kvittar for frigan om konvergens.

Vi kan édven dela upp summor i delar i de fall da dessa delar beter sig bra.

&

Sats. Om ¢ # 0 ar en konstant géller att

o0 o0
E Ccayp = C E Qg .
k=0 k=0

Vidare giller att

Z(ak +bk) = Zak -+ Zbk
k=0 k=0 k=0

med undantaget da vi far fallen —oo + oo eller co — oo, eller att gransvéirden inte existerar
ens med odndligheterna tillatna. Dessa fall maste analyseras noggrannare.

Bevisskiss. Beviset foljer aterigen direkt fran att betrakta delsummor. For sadana far vi alltid
dela upp och bryta ut konstanter. Vad hinder sen nir antalet termer gar mot odndligheten?
Om allt konvergerar ar det frid och frojd.

Som exempel pa ett urartat fall kan man betrakta Z ((=1)F+(=1)*"). Alla termerna i serien

k=0
ar noll, men slar vi sonder i tva delar uppstar tva serier som bada divergerar ordentligt.

2 Positiva serier

oo
Om a; > 0 for alla £ kallar vi serien Z ay for positiv. Om en sadan serie divergerar gar det

k=0
00

mot oéndligheten och vi skriver som bekant Z ar = oo i det fallet. Om inte detta hander ar

k=0
serien konvergent (och lika med ett tal s > 0).

Med andra ord géller foljande.

<>

E ]

Sats. Om a; > 0 for alla k sa géller att Z ay < oo om och endast om serien &dr konvergent.
k=0




2.1 Forsta jaimforelsesatsen

Positiva serier har manga trevliga egenskaper. Bland annat géller foljande:

<>

e

Sats. Om 0 < a;, < b, for alla k£ sa ar Z ap < Z by. Speciellt géller att
k=0 k=0

(i) Z by, konvergent = Z ay konvergent,
k=0 k=0

(ii) Zak divergent = Z by, divergent.

k=0 k=0

Bevis. Beviset foljer av att olikheten géller for alla delsummor eftersom 0 < a; < by, och att en
viaxande foljd som &r begridnsad alltid har ett gransvérde.

@ Exempel

=~ 1
Visa att g T2 ar konvergent.
k=0

Losning. Eftersom 1+ 2% > 2% erhaller vi att

=1 =1
Z1+2k§2ﬁ:2
k=0 k=0

eftersom detta &r en geometrisk serie. Inte nog med att vi nu vet att serien konvergerar, vi vet
ocksa att den konvergerar mot nagot som inte ar storre dn 2.

2.2 Cauchys integralkriterium

<>

e Cauchys integralkriterium
Sats. Om f(z) > 0 &r en avtagande funktion for x > 1 sa géller att

Zf(k)<oo & /loof(:r)dx<oo.

k=1




Beviset foljer i princip fran en enkel skiss. Vi ritar in en avtagande icke-negativ funktion f och
markerar en 6vertrappa (de rosa rektanglarna) och en undertrappa (de blaa rektanglarna) med
heltalssteg.

Y

Vi ser da direkt att summan av arean hos de n forsta rosa rektanglarna blir Z f(k) och

k=1
n+1

att summan av arean hos de n forsta blaa rektanglarna blir Z f(k). Vidare ser vi att arean
k=2

mellan y = f(x) och z-axeln da 1 < x < n ligger mellan dessa rektangelareor. Saledes géller

-1

/ Fa)de <3 (k).

k=1

Vi later n — oo och satsen foljer. Om f &r stréngt avtagande blir olikheterna strikta (for
andliga n).

L

@ Exempel

Visa att Z — < oo om och endast om o > 1.

1
Losning. Detta foljer av Cauchys jamforelseprincip eftersom — &r avtagande for x > 0 (ef-
l»a

o0
tersom « > 1) och att vi vet att / — dx < oo precis da a > 1 (se forra foreldsningen).
1z



@ Exempel

"1 1
Visa att E E§2——f6rn:1,2,....
n
k=1

1
Losning. Eftersom — &r avtagande for z > 1 foljer det fran Cauchys jamforelsesats att
x

"1 "1 "1 11" 1
— =1 — <1 —dr=1+|-=| =2—-=.

1

— 1
Specifikt vet vi da — enligt jamforelsesats — att Z e ar konvergent och konvergerar till

k=1
nagot som ar < 2.

2.3 Jamforelsesats pa grinsvirdesform

B

Sats. Om a; > 0 och b, > 0 samt

L a
0<hm—k<oo

k—o0o O
sa galler att
o0 (0.0
Z ap <00 & Z by, < 00.
k=1 k=1

Med andra ord, om gransvérdet existerar och ligger strikt mellan 0 och oo sa konvergerar endera
bada serierna eller sa divergerar bada tva.

o

Exempel

o . 1 k
Avgor om Z % ar konvergent.
k=1

Losning. Om k ér stor dr 1/k liten och sin(1/k) = 1/k + O(1/k?). Vi far alltsé en "extra” 1/k
fran téljaren och jaimfor dirfor med 1/k%:
sin(1/k)/k 1/k* + O(1/k")

e = k2 =1+0(1/k* =1, dak — oo.

o0
Alltsa ar serien i fraga konvergent om och endast om Z = ar konvergent enligt jamforelsesat-

k=1
sen pa gransvardesform. Detta eftersom termerna &r positiva (for stora k dr sin1/k > 0) och

ovriga forutsdttningar dr uppfyllda. Den sista serien dr vilkdnd som konvergent (se exemplet
ovan) och dérmed &ar den efterfragade serien ocksa konvergent.

7



3 Absolutkonvergens

%7 Absolutkonvergens

Definition. Om Z |ag| &r konvergent kallar vi Z ay, for absolutkonvergent.
k=1 k=1

o0
<> axl.
k=1

o0
D

k=1

Det foljer direkt att en absolutkonvergent serie dr konvergent med

L

@ Exempel

- cos k
Visa att E m ar konvergent och inte ar storre &n 2.
k=0

Losning. Vi visar att serien &r absolutkonvergent. Vi har ndmligen

1 |cos'/<:] < gk
2k 2 4+ sink —

cos k B
2K(2 +sink)|

S 1
eftersom |cosk| < 1 och 2 +sink > 1. Eftersom Z 27k = = 2 dr serien absolutkon-
k=0

C1-1/2
f: cosk
— 2k(2 + sin k)

<2

vergent och

4 Alternerande serier

Vi kallar serier dar termer vixlar tecken, varannan positiv och varannan negativ, for alterne-
rande. For sadana serier finns, om vi kraver att |ax| avtar mot noll, ett kraftfullt resultat.

' . .

3 Leibniz sats
oo

Sats. Om Zak ar en alternerande serie sadan att |a;| > |ag| > |az| > -+ &r en avtagande
k=1

foljd och ar, — 0 da k — oo sa ér serien konvergent.

Bevis. Antag att a; > 0 (annars kan vi lika gérna betrakta minus serien). Kravet att |ag| &r
avtagande innebér da att a; + as > 0, ag + a4 > 0, etc, samt att as + a3 < 0, ag + a5 < 0 och
sa vidare.



a1

a3

a
2 az ag

a
a 8
Qy e

a2

Tanken dr nu att betrakta tva olika delsummor ss, och s9,.1. Vi ser da att
Son = (a1 + a2) + (a3 + a4) + - - + (a2n—1 + a2,) — a,

dédr a mojligen &r +o0, eftersom alla parenteser ar > 0. Alltsa en foljd av icke-negativa tal
och sg, dr vixande (gransvirde finns alltid om vi tillater co). Vidare ar

Sont1 = a1 + (ag + a3z) + (as + as) + - - - + (agn + azny1) — b,

dar b mojligen ar —oo, eftersom alla parenteser dr < 0. Alltsa en foljd av icke-positiva tal
och sy,41 &r avtagande (gransvérde finns alltid om vi tillater —oo). Dessutom har vi

Son41 — Son = Ggp41 2> 0,

vilket innebér att b—a >0 < b > a. Detta innebér att bada a och b maste vara éndliga.
Men vi vet ocksa att ar — 0 vilket i sin tur visar att a = b. Saledes konvergerar serien.

@ Exempel

= (1
Visa att serien Z ( k)
k=1

k

ar konvergent men inte absolutkonvergent.

Losning. Med a, = (—1)"/k ser vi att |az| = 1/k &r en avtagande foljd och att a;, — 0. Eftersom
serien dr alternerande visar nu Leibniz sats att den dr konvergent. Mot vad? Bra fraga, faktiskt
till —In2 (ga tillbaka till Maclaurinavsnittet och studera In(1 + x) och fundera 6ver hur detta
kan komma sig). Daremot &r serien inte absolutkonvergent eftersom

o0

IAEDS

k=1

= OQ.

| =

Detta ar som bekant den harmoniska serien.



Det &r tre krav som ggller for Leibniz kriterium:
(i) Serien &r alternerande sa att axi1 = —ay, for alla k& som det summeras Gver.
(ii) Seriens termer gar mot noll: a; — 0.

(iii) Absolutbeloppet av seriens termer avtar monotont: |ax| > |ags1| > |aks2| > - -

Ibland summeras de tva sista villkoren som att |a| avtar monotont mot noll. Det sista villkoret
ar viktigt och maste visas! Foljande serie ger ett motexempel.

Exempel

o
1 1
Visa att Z(—l)kak ar divergent om a; = w2 da k ar udda och a;, = — da k &r jamt.

o

Losning. Vi ser att serien &r alternerande och att termerna gar mot noll |a;| — 0 da k — oo.
Det ar alltsa lockande att hugga till med Leibniz kriterium, men pa grund av hur a; ser ut sa
kommer inte |ay| vara monotont avtagande. Darmed kan vi inte anvinda Lebniz kriterium. Om
vi undersoker serien direkt ser vi foljande:

= 1 1 1 1 1
—1)*q = 14— — -

2 (~1)'a 2 34 526

k=1
De positiva termerna bildar alltsa en del av en harmonisk serie (och &r divergent exempelvis
enligt Cauchys intergralkriterium med f(z) = 2—) medan de negativa konvergerar eftersom

x

serien Z yE < o0. Det finns alltsa inget hopp for serien som helhet, utan den &r divergent.

Det #r alltsa inte "petigt” nir det inte ges poédng pa tentan nér inte alla forutsattningarna for
Lebniz kriterium redovisas! Aven om serien skulle visa sig vara konvergent i slutéindan.

L

Exempel

. *sinx .

Visa att —— dz inte dr absolutkonvergent.

x
™

Losning. Vi kan visa detta genom att skriva integralen som en serie av delintegraler och upp-
skatta pa varje del. Hur da? Vi kan skriva

*lsinz| | (’““”]smxl (k1) 21
/7r ™ da:—; i Z - |smx|da:—;zz—oo,

T k=1

eftersom / |sinz|dz = 2 (blir samma for varje intervall [kr, (k + 1)7]).
0

10



5 Divergenstest?

Observera att det inte finns nagot test for generaliserade integraler analogt med divergenstestet
oo
for serier. Vi vet redan att det inte &r tillrackligt hm f(z) = 0 for att / f(z) dx ska vara

konvergent (ténk tex f(x) = 1/x). Men bara for att 1ntegralen ar konvergent behover inte heller
funktionen ga mot noll. Betrakta foljande konstruktion.

Y

1 — | :

| 2 10 12 14 16 18 20

W~
=
0

Funktionen f dr alltsa bitvis konstant; mellan 2% och 28 + 2% k = 1,2,..., & f(z) = 1, och
for ovrigt dr f(z) = 0. Saledes blir

> —1 1
LRI S v !

Integralen &r alltsa konvergent, men lim f(x) # 0 (grénsvirdet saknas). Genom att ersétta
T—r00

rektanglarna med trianglar kan vi dven skapa en kontinuerlig funktion med samma egenskap,
och med snéllare objekt dven deriverbara exempel. Vi kan till och med skapa obegrinsade
exempel genom att lata bredd och hojd forhalla sig till varandra pa lampligt sétt (dubbla
hojden och dela bredden med fyra till exempel).

Nu kanske man kan tycka att funktionen blir vildigt mycket noll borta i oéndligheten &nda
(dven om gransvirdet sa klart saknas), men ett sadant pastaende behover kvalificeras. Begrepp
som matt dr nodvindigt sa den intresserade personen hénvisas till limplig kurs i matt- och
integrationsteori.
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