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Vi ska nu betrakta serier dir termerna inte ldngre &r konstanter. Speciellt ska vi studera sa
kallade potensserier. Dessa definieras som
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E akx’“ :a0+a1x+a2x2+a3x3+-~
k=0

for de = dar detta uttryck har mening (dvs serien konvergerar). Virt att notera ar att dessa
typer av serier beskriver funktioner (for de x dér serien &r konvergent). Om endast ett dndligt
antal ay &r skilda fran noll &r det bara ett polynom, men om oéndligt manga ay inte &r noll far
vi 1 nagon mening ett polynom med oéndligt manga termer. Vilka slags funktioner kan beskrivas
pa det séttet? Vildigt manga ska det visa sig.

1 Konvergens av potensserier

Vi kan sa klart anvianda alla tekniker som togs fram fér numeriska serier pa forra foreldsningen,
men vi kommer att anvinda foljande tva kriterier flitigt.

@ Rot- och kvotkriteriet

Sats. Om Q = limy_,o |ax|/* eller Q = limy_,o0 |ags1/ax| existerar sa &r Z ay absolutkon-
k=0

vergent om () < 1 och divergent om @) > 1.

Dessa kriterier (att de tva gransviardena som ger () existerar samt uppfyller ) < 1) brukar kallas
Cauchys rotkriterie respektive d’Alemberts kvotkriterie. Man kan visa att rotkriteriet &dr starkare,
dvs att om detta &ar sant sa géller dven kvotkriteriet. Daremot sa kan kvotkriteriet ibland vara
enklare att kontrollera. Beviset for rotkriteriet bygger pa att man utnyttjar att Q < 1 for att
uppskatta serien med en geometrisk serie med kvoten ¢, dar Q) < ¢ < 1.

Dessa konvergenstester kan sa klart anvindas pa vilka serier som helst, men det finns konver-
genta serier vi inte kan konstatera dr konvergenta med varken rot- eller kvotkriterier.
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Serien® g (%) ar konvergent men rotkriteriet dr inte uppfyllt. Vi kan se detta
k=1
genom att skriva ut hur termerna ser ut:
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vilket d&r summan av tva geometriska serier som konvergerar. Daremot ser vi att
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hela tiden hoppar mellan 3 och 3 sa gransvardet saknas till och med.

[o¢]
Ovning: visa att serien 22(_1)k_k konvergerar enligt rotkriteriet men att vi inte kan dra

k=1
nagon slutsats fran kvotkriteriet.

G.R. Gelbaum and J.M.H Olmsted, Counterezamples in analysis, Dover 1992

Intressant nog sa beter sig potensserier alltid férhallandevis snéllt. Till exempel géller alltid
foljande.

@ Konvergensradie

oo

Sats. Varje potensserie E c,a® har en maximal konvergensradie R sa att serien ar absolut-

k=0
konvergent da |z| < R och divergent da |z| > R.

Notera att fallet da z = +R ej ndmns. Detta fall maste specialbehandlas fran situation till
situation. Vidare &r det sa klart sa att om rotkriteriet inte ger nagot @) kravs en noggrannare
analys av termerna.

Bevis. Ett ordentligt bevis aterfinnes i boken, men tanken &r ganska logisk. Om vi antar
att Q@ = ]}ggo |cx|V/* existerar sa dr klggo lepz™|Y/™ = Q|z|. Enligt rotkriteriet ovan &r serien

(absolut)konvergent om Q|z| < 1, dvs da |z| < 1/Q (savida inte @ = 0 men da behdvs inget
krav pa z) och divergent da |z| > 1/Q. Vart R ar alltsa R = 1/Q da Q # 0 och R = oo
da @ = 0.
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Exempel

— 1
For vilka x konvergerar Z ﬁxk?
k=1




Losning. Rotkriteriet:

| 1E || 2Ink
— :W:mexp % — |z

da k — oo eftersom (Ink)/k — 0. Med andra ord ger |z| < 1 konvergens och |z| > 1 divergens
(enligt rotkriteriet). Vi undersoker # = +1 speciellt och ser att bade
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k= k=1

ar konvergenta (absolutkonvergenta till och med). Svaret blir alltsa —1 < x < 1.

N

@ Exempel
Bestam konvergensomradena for foljande potensserier. Med andra ord, finn konvergensradien
och avgor dven om serierna konvergerar da x = +R.

) Y ke i) Y (k) '2* (i) k—f (iv) 3k
k=1 k=2 ’ k=0

v) ;3%3’“ (vi) 3 2kx (vi) Z(CE;—Q:) (vii) Z%

k=1 k=1 k=0

Losning. Vi tar en i taget.

(i) Enligt kvotkriteriet konvergerar serien atminstone da

(k+1)|$|2k+2_ . 1 2 2
1> Q= lim = = Jim {1+ ) ol =]

sa |x| < 1. Konvergensradien &r alltsa R = 1. Nér = 1 ges serien av
OITEED I
k=1 k=1

och nér x = —1 ges serien av Z k(—1)" som divergerar enligt divergenstestet da termerna

k=1
inte gar mot noll. Konvergensomradet dr —1 < x < 1.

(ii) Vi anvénder kvotkriteriet igen och ser att

|In(k + 1) 7|z lz|*1 Ink Ink In k
k) zF  In(k+1) [zff 1 03y 11 = In(1+1/k) o] = =],
|(In &)=t z] n(k+1) =" In(k(1+73)) <1+nln—k>1n
da k — oco. Konvergensradien blir saledes R = 1. Néar x = 1 far vi
— 1" &1 1
. — > — =
Tk ; Ink 2:: o
eftersom Ink < k och Z 1/k = oco. Néar x = —1 ges summan av Z (1" vilken é&r
In %k

k=2
konvergent enligt Leibniz konvergenstest (visa det!). Konvergensomradet blir —1 <z < 1.
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(iii) Vi anvander kvotkriteriet igen (ofta lampligt nér k! &r inblandat):

2k+1|x|k+l/(k’—i—1)! B 2k+1|x|k+1 k! B 2| x| 0
kk /. (k+ D! 2k k+1

da k — 0. Héar ar alltsa R = oo och nagon undersokning av x = +R &r inte aktuell.
Konvergensomradet dr —oo < x < 0.

(iv) Hér ar rotkriteriet lampligt och (3k|$|k)1/ b 3|x| sa 3|x| < 1 ger absolutkonvergens.

Alltsa a&r R = 1/3. Nar « = +1/3 erhaller vi Z3k(:t3)_k = Z(:I:l)k som divergerar i
1 k:1=1 k=1
bada fallen. Konvergensomradet &r —3 <z < 3

(v) Hér ar rotkriteriet lampligt och (3k|ac\3'“)1/lC = 3|z|® s& 3|z|® < 1 ger absolutkonvergens.

Alltsé ar R = 1//3. Nar o = £1/¥/3 erhaller vi » _3%(£V/3)7% =) ~3"37%(+1)" som
k=1 k=1

. . 1 1
divergerar i bada fallen. Konvergensomradet dr ——= <z < —=.

V3 V3

Kelzf\YE k|
NG = Qk1/2k — 0

da k — oo eftersom k'/2* — 1 da k — oo. Alltsa ér R = 0. Koefficienterna viixer alltsa
for snabbt for att vi ska fa nagot vettigt. Konvergensomradet ar x = 0.

(vi) Vi har

(vii) Vi anvénder kvotkriteriet och ser att

(z + 1)k+t k2k

el 1 et
(k+ 121 (2 4+ 1)k

2 1+ 1/k 2

da k — oo. Serien &r alltsa absolutkonvergent da [z + 1] < 2 & -3 <z < 1. Vi

undersoker nu speciellt x = —3 och x = 1. Forst x = —3 dar
S _son
k2k k
k=1 k=1

ar konvergent enligt Leibniz kriterie (1/k &r stringt avtagande mot noll). Nar z = 1
ar serien divergent eftersom detta blir den harmoniska serien. Konvergensomradet blir
saledes —3 <z < 1.

(viii) Den hér ar lite annorlunda eftersom vi har negativa exponenter av z. Detta kommer att
innebédra att vi far konvergens utanfér en konvergensradie i stéllet. Vi underséker med
rotkriteriet:

2k 1/k

12k

2
e
for alla k. Kravet blir alltsa att 2/|x|? < 1 vilket &r ekvivalent med att siga |z|? > 2 eller

att |z| > V2. Nér z = £+/2 blir serien divergent i bada fallen (termerna blir identiskt
lika med ett). Konvergensomradet blir z > V2 och < —/2.
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2 Termvis derivering och integrering

Det vi ger oss in pa nu &r inte helt enkelt egentligen utan kriaver begrepp som likformig kon-
vergens. Men som tur ar beter sig potensserier sa snéllt att dessa operationer fungerar utan
problem nér |x| & mindre &n konvergensradien.

©
Sats. Lat f(z) = chxk ha konvergensradien R > 0. Da giller att f kan deriveras konti-

k=0
nuerligt oéndligt manga ganger pa | — R, R | och att

"(z) = chkxk_l samt / f(t)dt =
k=1 0

dér dessa potensserier har samma konvergensradie R.

(e.9]

k=0

Det faktum att vi kan derivera hur manga ganger som helst leder till intressanta foljder kopplat
till Maclaurinutvecklingar. Vi aterkommer kort till detta snart.

/A Termer ”forsvinner” vid derivering
Observera att summan justeras vid derivering av en potensserie da cp-termen foérsvinner.
Deriverar man tva ganger forsvinner bade cg- och ¢;-termerna, sa

ik‘ — 1 CkiL' 2.
k=2

Annars skulle det trilla ut negativa exponenter pa x vid derivering vilket dr omojligt. Man
kan dock dven betrakta serier som har negativa exponenter (sa kallade Laurant-serier), men
sadana termer kan aldrig dyka upp fran en potensserie som vi definierat tidigare. Vi kommer
ofta indexera om serier som den ovan, i.e.,

Z (k +2)(k + 1)cpyoz®,
k=0

vilket underldttar nér vi vill jamfora serier.

@ Exempel

>k =1
Ré&kna ut serierna Z - och Z ok
k=0 k=1




Losning. Serierna dr bada tva konvergenta (absolutkonvergenta till och med) eftersom termerna

avtar tillrdckligt snabbt. Vi betraktar nu "hjélpserierna” Z kz* och Z —z*. Bada dessa serier

k=0
har konvergensradie R = 1 (visa det). Dessutom, eftersom

kb = akat ! = xixk
dx

sa foljer det att

x
Z/m ~ Ydx Zx dxl—x:(l—m)2

eftersom det blir derivatan av en geometrlsk serie med kvoten x. Saledes kan vi (med z = 1/4)
rakna ut att

i k1/4 4

cqk  (1-1/4)2 9

Pa liknande satt ser vi att

xk:/ trat, k=1,2,...,
0

| =

och darmed att
00 1 00 z z o0 z 00
ZEQ;’“:Z/ tk_ldt:/ <Ztk_1> dt:/ (Ztk> dt
k=1 0 \g=1 0 \ k=0
/ —dt —In(1 —z).

Detta kan vi anvinda for att berdkna den andra serien (med x = 1/2):

Z —In(1-1/2) =In2.

3 Feluppskattning

Om man bara tar med ett dndligt antal termer i potensserien, kan man sédga nagot om hur bra
approximation detta ger?

L

@ Exempel

Best 5 1:t§:$k<10‘4f"||<1
estam 7 Sa a - or (r o~

k=n+1 k' 2

Losning. Enklast édr att observera att k! > (n+ 1)! for £ > n + 1 och dérfor skriva

— " 1 1 |z 1 1
= < jx|* = 2"t Y Jalt = < o
kzzn;rl k! (n+1)! k:zn;rl (n+ Z + DM =z = (n+ 1) 27

Vi ser att med n = 5 blir nimnaren 6! - 2° = 720 - 32 > 21000, sa hela serien blir < 107
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@ Exempel
Berikna In 2 som ett rationellt tal med ett fel pa hogst 102

Loésning. Vi kan sa klart ga tillbaka till Maclaurinutvecklingar, men vi kan &ven anvénda serien

1
vi tog fram i férra exemplet. Dér visade vi att In2 = Z ok Da &r alltsa
k=1

N <1
n2=D gt 2 g

Vi uppskattar den sista termen och ser hur stort N maste vara for att vi sdkert ska fa denna
del av serien < 1074, Alltsa,

=1 1 <1 1 > o-N-1 1 2N
- S — 2 N—-1 27]6 — — )
Z k2k = N + Z 2%k N +1 Z N+11—-2"1 N+1
k=N-+1 k=N+ k=0

Enklast 4r nu att testa virden pa N och se att om N = 15 sa riacker det eftersom

-15 _ ; < L
1024 - 32 — 104
15

1
Néarmevirdet ges alltsa av Z ok (vilket &r ett rationellt tal).
k=1

3.1 Alternerande serier

Nér det géller alternerande serier av Lebniz-typ (sa att |ax| 4r avtagande) sa kan vi gora en
enklare uppskattning av felet. Om a,;; > 0 (liknande resultat géller om a, 1 < 0) har vi

o0

E af = Apt1 + Qpy2 + Apys + -0 = Apy1 + (an—‘r? + an+3) + (an+4 + an+5) + -y
k=n+1

dér varje parentes dr < 0 eftersom |ax| &r avtagande (och serien &r alternerande). Detta medfor
alltsa att

o

> a

k=n+1

S (41

om an4+1 > 0.

',
S

Exempel

-1 k
Visa att Z o ]2 konvergerar och hitta ett n sa att Z ) approximerar serien med ett

fel pa hogst 10~4.




(=DF

1 .
= —— &r strangt avtagande mot noll sa serien &r

Losning. Serien dr alternerande och

nk | Ink
konvergent enligt Leibniz sats. Dessutom géller att
WS, k| T In(n +1)’

sé om felet ska vara < 10~% kravs att
In(n+1) > 10" & n>exp(10*) — 1~ 10%*.

Ganska manga termer alltsa. Ar det férvanande?

Q" Exempel
o0 k
e . (=1)
Upprepa samma procedur som i férra exemplet for E ——
e
k=1

Losning. Man kan anvénda Leibniz sats, men serien dr absolutkonvergent (varfor?) sa det &r
inte nodvandigt. Daremot bor vi anvinda det nér det géller felet. Vi har

— en—i—l ’

sa om felet ska vara < 10~* krivs att
exp(n+1)>10" < n>h(10")—1=4mn10-1~8.21.
Betydligt farre! Vad hinder om vi uppskattar som geometrisk serie i stéllet? Vi undersoker:

00 _1k:
$ (ek)

k=n+1

1 1 1
Syt
§€n+1zek_e 11
k=0

sa det blir inte sa jéttestor skillnad nér termerna gar mot noll snabbt.
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