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Taylor- och Maclaurinutvecklingar
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Taylors/Maclaurins formel
Restterm p& ordoform
Standardutvecklingar
Ordokalkyl

Gréansvidrden av kvoter
Lokala extrempunkter

Lagranges restterm



Exempel

Berdkna foljande gransvarde:

' eX — J1+ 3x
im ——~— ="

x—0 X2



Losning

Standardutvecklingen

(1+6)3 =1+ <1{3>t+ <1é3> 2 +0(t%) = 1+;—t92+(9(t3)

med t = 3x ger (notera att x — 0 = t — 0), tillsammans med
standardutvecklingen for e*,

e — /1+3x
x2
_ (1+X+x2/2!—|—0(x3)))(2_ (1+x 32 +0(3)) :g+(9(x)

3
Hgdaxﬁo.



Exempel

Lat f(x) = (x —1)%Inx.

(a) Bestam Taylorutvecklingen till f(x) av ordning 3 kring x =1
med restterm pd ordoform (restterm av grad 4). (1p)

(b) Avgor om f(x) har en lokal extrempunkt i x =1 (och ange i
s8 fall vilken typ). (1p)

(c) Visa att |f(x) — p(x)] < 107* om |x — 1| < 107}, ddr p(x) ar
Taylorpolynomet av grad 3 till f(x) i x = 1. (1p)



Losning (a)

Direkt 16sning med Taylors formel:

f(x) = (x—1)%Inx, f(1) =0,

f'(x) =2(x — 1) Inx + (x — 1)?/x, f'(1) =0,

f'(x) =2Inx + 4(x —1)/x — (x — 1)?/x2, (1) =
f"(x) = 6/x — 6(x —1)/x> +2(x — 1)?/x3, (1)
Taylors formel sdger nu att

0

f(x) = f(l)—i—f’(l)(x—l)%—fﬂz(l)(x—1)2+’m;)(!1)(x—1)3+(9((x—1)4)

= (x -1 +0((x—1)*.



Losning (a)

Alternativ 18sning via entydighetssatsen+standardutveckling av
In(1+ t):
Med x =1+ t far vi

f(x) = f(1+1t) = 2In(1 + t) = t2(t + O(t?))

=2+ 0" =(x-12+0((x —1)*).)



Losning (b)

Eftersom
f(x)—f(1)=(x— 1)3(1 + O(x — 1)),

s8 ser vi att differensen f(x) — f(1) vaxlar tecken ndr vi gér frén
x < 1till x > 1 ((x —1)® vixlar tecken medan 1 + O(x — 1) inte

gor det ndra x = 1).

Svar: x =1 ar ingen extrempunkt.



Losning (c)

Vi ska visa att |f(x) — p(x)| = |f(x) — (x — 1)3| < 10~* om

Ix — 1/ <107L.

Eftersom g(x) = Inx uppfyller g(1) =0, g'(x) =1/x, g'(1) =1
samt g”(x) = —1/x? far vi fran Taylors sats med Lagranges
restterm att

) = (-1 = (c-02 () + 20— 1) + £ - 17)

! (X - 1)47

_ 3_ -
*(X_l) _252

dar £ ligger mellan x och 1.



Losning (c)

S& om p(x) betecknar Taylorpolynomet av ordning 3 till f(x) i1
har vi

1 1
£(x) = p(x)] = \—w(x—lr‘ = -1

Notera nu att |[x — 1| < 107! &r samma sak som att 0.9 < x < 1.1,
s& £ > 0.9, vilket ger oss uppskattningen:

1074 <1074,

x —1f*

1
<
52’ 1* < 5 0.92 = 2.0.92

om |x — 1] <1071



Differentialekvationer

> Forsta ordnings linjara differentialekvationer

> Forsta ordnings separabla differentialekvationer

» Hogre ordnings linjira med konstanta koefficienter.
» Reducera integralekvationer till DE+BV.

OBS! méste kunna formeln for homogenldsningar till hogre
ordningens ODE, inklusive p3 reell form d& vi har komplexa rétter
till den karaktaristiska ekvationen. M&ste ocksd kunna gora ratt
partikuldransatser for de olika fallen vi har i denna kurs.



Exempel

Bestam den 18sning till differentialekvationen

(2 + cosx)y’ — (sinx)y = 4e*

som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 4.



Losning

Eftersom 2 + cos x > 0 kan vi skriva om differentialekvationen till
den ekvivalenta formen

(+) n —sinx 4e2%
Y 2+cosxy_2+cosx'

Koefficienten for y dr g(x) = (—sinx)/(2 + cos x), med en primitiv
G(x) = In(2 + cos x) (sdtt t = cos x, t.ex.).

S& en integrerande faktor ir () = exp(In(2+ cos x)) = 2+ cos x.
Multiplikation av ekvationen (%) med denna ger nu

(2 + cosx)y)' = (2 + cos x)y’ — (sin x)y = 4>

& (24 cosx)y =2 + C.

Bivillkoret y(0) =4 ger (2+1)-4=2+ C, d.v.s. C =10, och
dirmed y = (2€2* 4 10)/(2 + cos x).

Svar v — 262 + 10
Y s x |



Exempel

Bestam alla 18sningar till differentialekvationen
y" —3y"” + 9y’ 413y = 4 — 13x + 40 cos x

som uppfyller y(0) = 5.



Homogenlésning

Karakteristiskt polynom

rP—=3r2+9r+13 = (r+1)(r* —4r+13) = (r+1)((r—2)>+3?),
med nollstillena rn = —1, 3 =2+ 3i.

HomogenlGsningen blir darfor

yh = Ae ™ + e®(B cos 3x + C sin 3x).



Partikularlésning

For att finna en partikularlosning y, delar vi upp hogerledet enligt
h(x) = h1(x) + ha(x), dar hi(x) = 4 — 13x och hy(x) = 40 cos x,
och s6ker partikuldrlésningar till var och en av dessa.



Yp1

Ansatsen yp1 = ax + b ger y,; = asamt y;; =0 = y,],
ger

y,';{ - 3yp1 + 9yp1 + 13y,1 = 9a+ 13(ax + b) = 13ax + (9a + 13b),
=4 — 13x.

Detta ger a = —1 och b = 1; sdledes duger y,1 = —x + L.



Yp2

Ansatsen yp» = acosx + bsinx ger y/;2 = —asinx + bcos x,
Ypp = —acosx — bsinx och yj5 = asinx — bcosx, och ddrmed far
vi

"

Yo1—3Yp1 91 +13yp1 = (16a-+8b) cos x+(—8a+16b) sin x = 40 cos x.

Detta ger 16a+ 8b =40 och —8a+ 16b =0, d.v.s. a=2 och
b=1; yp» = 2cosx + sin x duger darfor.



Allman [8sning

Linjdriteten ger att alla 18sningar till differentialekvationen ges av

Y=Y+ Yp=yn+ (Yp1 + ¥p2)

= Ae ™ 4 e (B cos3x + Csin3x) — x + 1 + 2cosx + sinx.



Bivillkor

Bivillkoret ger nu
y(0) = Ae ™% +e*%(B cos(3-0) + Csin(3-0)) —0+1+2cos 0 +sin 0

—A+B+3=5.

D.v.s.
B=2-A.

Svar:
y =Ae ™ +e*((2— A)cos3x+ Csin3x) — x +1+2cos x +sinx,
A CeR.



Exempel

Hitta en |6sning till

1
Yty —5et=0

sddan att y(0) = —3.



Losning

/ / 1x / 1X
y Ay - et =08 (14y)y = et

Ekvationen r alltsd separabel och vi integrerar nu bigge sidor:

/(1 +y)dy = / %exdx

Ll 1
YTy Ty

vilket ger
(e +C)ey*+2y=e"+C.

Bivillkoret ger nu y(0)? +2y(0) =9-6=3=¢+ C, d.vs.
Cc=2



Losning

Ekvationen
Y242y =X 42

har I6sningarna

y=-1£V34¢",

men bivillkoret ger att den sokta |&sningen ar
y=-1—+3+¢ex
Notera att denna loser ekvationen for alla x € R.

Svar: y = —1 — /3 +¢eX, —00 < x < 00.



Serier och generaliserade integraler

>

v

vvyyy

vy

Jamforelseprinciper for positiva serier/generaliserade integraler
pd de tva olika formerna (uppskattning respektive gransvarde
av kvot).

Absolutkonvergenta serier/generaliserade integraler.
Forhéllandet mellan generaliserade integraler och serier for
avtagande funktioner (samt uppskattning av sddana serier med
integraler).

Divergenstest for serier.

Geometriska serier.

Leibniz kriterium for alternerande serier.

Potensserier och dess konvergensradier
(rot/kvot—kriteriet)+kontroll av dndpunkterna.

Potensserieansatser till differentialekvationer.

Maclaurinserier. Berdkningar med derivator/integraler av den
geometriska serien.



Exempel

1 1
(a) Visa att ,;1 P < 300"

o0

(b) Bestdm alla reella x sddana att Z
k=3

konvergerar.

(In k)?

2k

(2p)



Losning (a)

For varje heltal n > 21 har staplarna i figuren sammanlagd area

1 1 1 1
ol 1 1= —
13 Ttom it s 22:1 K3’

202122 n

och denna area dr uppenbarligen mindre dn arean av omrddet
mellan x-axeln och kurvan y = 1/x3 fran x = 20 till x = n.



Losning (a)

Sa

/ _ T_ Lt 1
20 X3 - 20 800 2[72‘

Delsummorna till den positiva serien > 3%, (1/k%) &r dirmed
uppét begransade av 1/800.
Serien dr darfér konvergent, och

=1
Z*sf

k=21

k21

vilket skulle bevisas.



Losning (b), Konvergensradie

Sitt ax = (In k)?x?k /4K (k — 1) for fixt x. Rotkriteriet ger

Vaw] = x>/ (Ink)? _ [x|? o <2In(|n k) —In(k — 1)>

4 k—1 4 k

2 2
X X

N

4 4
Serien dr absolutkonvergent om @ < 1, d.v.s. om |x| < 2, men
divergent om Q > 1, d.v.s. om x| > 2.

Saledes ar konvergensradien R = 2.

= Q da k — oo.



Lésning (b), Andpunkter

Det aterstdr att underséka dndpunkterna x = £R = +2.
Dar f&r vi, i bada punkterna, samma positiva serie:

EftersomInk >In3>1o0och0< k—1< k d& k > 3 farvi
uppskattningen

1
> — k > 3.
_k7 —

Den positiva serien Y7 ;(1/k) &r divergent eftersom den &r en
svans till den divergenta standardserien > 72 ;(1/k).

Eftersom ay > 1/k ar dven >} . ay divergent, enligt
jamforelsekriteriet fér positiva serier.

Svar: Potensserien konvergerar om och endast om —2 < x < 2.



Exempel

Avgdr konvergens:

S 1
a ksin —
(a) kz_‘; p
(b) D (-1)tan

k=1

1o
—d
(c) /0 1 — cosx x



Losning (a)

1 in(1/k
Satt ax = ksin 7 Vi ser att a, = Sml(/li) —1da k — oo enligt
standardgransvarde, s3 ax /4 0 dd k — co. Serien Y 72, ay ar

darfor divergent, enligt Divergenstestet.



Losning (b)

1 1
Satt a, = (—1)  tan n Eftersom tan e 0 d& k > 1 &r serien

1
> req ak alternerande, och eftersom dessutom |a,| = tan — \, 0 d&

k — oo (|ak| avtar mot noll, d.v.s. |a1| > |az| > |a3z| > ... och
|ak| — 0) &r serien en Leibnizserie, och dirmed konvergent.



Losning (c)

Notera att integralen endast 4r generaliserad i 0.
Vi har

1 1 1 1

0< =
T l-cosx 1—(1-x2/2+0(x%)

T X2 124 0(x2)

1
1
Vi jamfor med / —5 dx som &r divergent (standardintegral).
o X

Eftersom
1/(1 — cosx) 1
= =2 dax—-0M(0<2<
1/x2 1/2 + O(x2) X ( %):
s& sager jamforelsekriteriet p& gransvirdesform att fol 1—closx dx ar

divergent.



Integraltillampningar

» Kurvlingd

» Plan area

» Rotationsvolym (skiv— och cylinderformeln)
P> Rotationsarea

OBS! For rotationsvolymer/areor méste man kunna gora
principskisser som motiverar integralformeln som anvénds.



Exempel

Bestdam volymen av den kropp som uppstar d& omr&det givet av
1<x<2 och 2<y<3+4x3

roteras ett varv kring linjen x = —1. For full podng kravs en
principskiss som motiverar formeln som anvands.



Losning

Den tunna stapeln vid x (morkare ton i figuren) har hgjd

(34 x3) —2 =1+ x3 och bredd dx, och genererar vid rotationen
ett tunt ror med radie x — (—1) = x + 1 och tjocklek dx; roret har
darfor volym dV/(x) = 2m(x + 1)(1 + x3) dx.




Losning

Hela rotationskroppens volym blir

2 2
= X) = T\X X3 X
\/_/1 dV/(x) /12( 1)1 +3)d

2
:277/ (x* + 53+ x + 1) dx
1

5

X

:27T|:—|—

:2w<

5

31+
5

X4 X2
I+?+X
15 3

T2

|
y

2491
10




Exempel

2
Betrakta kurvan y = §x3/2, 0<x<1.

(a) Berdkna langden av kurvan. (1p)
(b) Berdkna arean av den rotationsyta som uppstdr ndr kurvan

roterar ett varv kring linjen x = 2. (2p)
For full podng pa del (b) kravs en principskiss som motiverar
formeln som anvinds.



Lésning, badgelement ds

Bégelementet &r, nér vi anvinder x som en vixande parameter,

ds = \/(dx) + (dy)? = /1 + (%)2 dx

:/Zy :xl/z/: V1+ xdx = ds(x).
X



Losning (a)

Kurvans langd ar

L:/Ol ds(x) :/1(1+x)1/2dx:

0

(1+><)3/21 20 /3
3 0:5(2 2-1).

Svar: %(2\@— 1).



Losning (b)
Nar b&gelementet ds = ds(x) vid x roterar kring axeln x = 2
skapar det ett cirkuldrt band med radie r(x) =2 — x och sned
kantlangd ds(x) och dirmed area dA(x) = 27r(x) ds(x).

|
‘0 r 1 :axvl x=2
Vi far darfor att arean av rotationsytan ar

1 1
= m(2 — x)ds(x) =27 — X x)/2 dx
Amt—/oz(z ) ds(x) 2/0(2 )1+ x)42 d

2
2 3/2 5/2
3t t
= /t=1 =2 3t12 — B3 dt =21 | — ——
Ji=rex/ = [ Y= Se T

= 8{(3[— 2).



