Kapitel 12

Trippelintegraler

Analogt med dubbelintegralen utgar man fran trappfunktioner pa ett axelparallellt ritblock A som utvidgas
for en kontinuerlig funktion f pa ett kvadrerbart omrade D C R? till trippelintegralen:

jff@ x,y, z) dedydz := Zcuk Volymen(A;;i) fjff (z,y,2)dxdydz

0,9,k
Viktiga tillimpningar:
V(D) = ff 1dxdydz = volymen av D
D

m(D) = jfj p(z,y,2) drdydz = massan av kroppen D en med densitet p(x,y, 2)
D

/// f(®)dxdydz = /// f(g ‘ ;‘ dudvdw
Upprepad integration: om D ir ett ritblock D = {x € R3 :a; <2 < ag,b; <y < bg,c1 < 2z < ca} sa giller
c2 Dy Dz
] vz dwdyiz = [ < [ s dxdy) dz = e
D C1 D,
b2 ‘ |
/ / f(z,y,z)dxdz | dy = ____;_/_____>y
b1 Dy /:
a :
/ </ f(z,y,z) dydz) dx / .
al Dy £

Variabelbyte:

(med_ “skivor”)

z
// Flw,y, 2) dedydz — //E ( :2 .y, 2) dz> drdy — - b
(med “stavar”) = //Ey (/blb2 f(z,y,2) dy) drdz = ;{4 y
://E </:2f(m,y,z)d1:>dydz /
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Allmént géller foljande formler:

e projektion pa koordinataxel (z-axeln, stavar), t.ex. D = {x € R? : a(z,y) < z < B(x,y), (z,y) € E}

z=p(z,y)

///f(l"y,z) dxdydz://d:cdy / fla,y,2)dz
b E

z=a(z,y)

e projektion pa koordinatplan (zy-planet, skivor),

f(z,y, z) dedydz = b f(z,y,2)dzdy | dz,
D a D,

dir D, = {(z,y) € R?: (2,y,2) € D} och [a,b] &r projektion av D pa z-axeln.

Exempel 12.1 (Trippelintegral). Betrakta [{[}, z dzdydz 6ver kroppen D = {z? + y? < z < 9}. Integration
med stavar m.h.a. poldra koordinater:

z=9
///zda:dydz:// </ zdz> dxdy =
D 22+4y2<9 z=a2+4y2 10
9 z=9
= // [%z } dxdy =
224+y2<9 z=z?+y?
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:%/0 /0 (81 — r*)rdr d@zw[%r —%7’}022437T 2 2

Integration med skivor:

z=9 z=9 2m Vz z=9 .2
/// zdxdydz :/ <// zdxdy) dz :/ zdz/ dgp/ rdr = 277/ —dz = 243~
D z=0 z2+4y2<z z=0 0 0 z=0 2

Exempel 12.2 (Volym). Berikna volymen av kroppen D = {22 < y < y/z < 1}. Forst via skivor pa fixa
z-nivder: —1 <z <loch D, ={2?<y</z<1}={22<y}n{y?<z2<1}

1 1 y=1 z=1 \ 1 i ,
V:/// 1da;dydz:/ da:// 1dydz:/ d:z:/ dy/ dz = e ek . T oewe A
D -1 B -1 y=a? z=y? ‘\ !
1 1 1 371 1 6 .
y 2 2 xr 16 A ’
= d 1—y)dy = - = = - — — | dx = —. N A
ARy L /_1{9 3L2 /_1<3 "”3) ST o
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Nu integrerar vi via skivor pa fixa y-nivaer: for ett fixt y € far vi 0 < y < 1 och

z
1 i 1 i

V—/// ldacdydz'—/ // ldxdz |dy= .- __ R DU [
D 0 D, : !
1 1 : D, !

= / Arean(D,) dy = / 2y-(1— vydy ] —
0 0 : v
2 2 25" 16 : '
—91Z 2/3 4. 7/2| _ 2° ! !

[3?’ Vo, T 2
VY VY

Exempel 12.3 (Variabelbyte). Berikna [[[,, y?dzdydz 6ver D : 4o + 4oy +10y> <z +y — 2 < 1.
Lésning. Kvadratkomplettering ger (27 + y)? + (3y)? < 2 + y — 2z < 1. Betrakta ett linjirt byte:

u=2zr+y 21 0

s N d(u,v,w) 03 0l=-—6 = d(z,y, 2) 1
e d(x,y,2) - d(u,v,w)| 6
wW=x+y—=z 11 -1

S& ser vi ocksa att variabelbytet fir bijektivt. Det nya omradet blir B = {(u,v,w) € R : u? +v? < w < 1}, se
Exempel 12.1 ovan. Foljaktligen,

R R o

planpolara koordinater)

2w 1
pcosgp i 9o, T
/dw/ dgp/ dr =51 Owdw——324

Exempel 12.4 (Rymdpolirt byte). Berikna

/// 22z dadydz
D

dir D ges av 22 + 92 4+ 22 <2, 2> /322 + 3y?2 och 0 < z < y.
Lésning. Mangden D &r en attondels ‘glass-strut’; olikheterna kan i tur och ordning dversittas till
0<p<V2,
E=0<60<7/6,
/4 <o <7/2.
Rymdpolért byte
x =1 cossinf
y =rsinysind M:TQSiHH
C d(p.b,p)
z =rcosf

och ny méngd F med gréinser enligt ovan. Vi far

///:E zd:ndydz—/// (rcospsin®)?r?sing - rcosf - drdfdyp =

/6 61v2 sin01™° 11 1 LE .
= rodr - / sin Hcosﬁdﬁ/ cos® pdp = [T ] . [ ] [g0+sin2<p] = .
/0 0 6], 4 |, |2 4 /4 384




