Losningsskisser till TATA43 Flervariabelanalys 2018-10-24

1. Kedjeregeln ger f; = f, =2z f, och f; = f}, s PDEm blir i nya variabler
Il =3(v+u?), vilket ger f = 3uv +u®+ g(v) = —22° + 3xy + g(y — 2?),
dir g dr en godtycklig C'-funktion av en variabel. Villkoret 0 = f(1,y) =
—2+4+3y+g(y — 1) ger sedan g(t) =2 —3(t+1) = —1 — 3t.

Svar: f(x,y) = 223 + 32y — 1 — 3(y — 2?).

2. Byte till planpolédra koordinater ger
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(Man kan &ven skriva ([, (z — 1)dedy = [[pxdzedy — [[,dedy = 1) — I
och rékna ut I; som ovan, men istallet utnyttja att Iy ar arean av D, en
1

attondel av en cirkel: Iy = ¢ -m-22 = T.)

3. Svar: (a) 4v +3y =10 (b) —82/v/13 (c) f(0) =1, f(0) = —1/3.

(a) Skriv kurvan som f(z,y) = 32242y —sin(2x—y) = 7. D ir Vf(z,y) =
(612135;)(52(:;??;)?/)) och alltsd Vf(1,2) = (4). Detta &r en normalvektor
till tangentlinjen. vars ekvation ddrmed blir 4z +3y = C, dir C bestdms
genom att sétta in (x,y) = (1,2).

(b) Vektorn frdn punkten (3, 2) till punkten (0,4) ir (3?), sd enhetsvektorn

. . . .. 1 -3 . . .
i den riktningen ar v = Wik ( 5 ). Riktningsderivatan ges av formeln

f4(3,2) =Vf(3,2) - v, dir V f(z,y) = (35;3)-

(c) Inséttning av & = 0 i det givna sambandet y® + ye3® — 2 = 2 ger
y> 4y = 2. Inspektion ger att y = 1 &r en 16sning, och detta &r den enda,
reella 16sningen, eftersom vénsterledet &r en strangt vixande funktion
av y. Alltsa f(0) = 1. Implicit derivering ger 5y*y’ +y/e3* +3ye3* —1 = 0,
vilket dd 2 = 0 och y = 1 blir 5y’ +3'+3—-1 =0, dvs. v/ = —1/3 = f/(0).



4. De tva bivillkoren g(z,y,z) = 22 +y? + 22 < 1 och h(z,y,2) = 2zy = 1
bestammer en sluten delméngd av enhetsklotet — alltsa en kompakt
méangd — och malfunktionen f(z,y,2) = x + y + 2z ar kontinuerlig
dér, sé storsta och minsta vérde existerar. Vidare ar Vf = (1,1,1),
Vg = (2x,2y,2z) och Vh = (2y,2z,0). Kandidatjakt:

e dim 3 (inre punkter): tomt.

o dim2 (ytan g < 1, h=1): Vf || Vh & (1,1,1) || (2y,22,0) <
x =1y =0, men da blir 2ry = 0 # 1. Ingen kandidat hér.

e dim 1 (kantkurva, g = 1,h = 1): Vf, Vg och Vh ér linjért beroende

precis da
1 1 1 1 0 1
O0=|2x 2y 22 |=4|2x y—x z |=4(r—y)(lr+y—2),
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Fallet y = z insatt i ¢ = 1 och h = 1 ger 222 + 22 = 1 och 222 = 1
och darmed kandidaterna f(%, %, 0) = v/2 och f(—%, —%, 0) =
—+/2. Fallet z = z+y ger analogt 222+ 2y? +2zy = 1 och 2zy = 1,
som saknar 16sning.

e dim 0 (hornpunkter): saknas.
S oy 3.0) = V2 06h (. ~.0) = V2.

5. I rymdpolédra koordinater fas ett motsvarande omrade E som ges av
0<r<1,0<p<2roch0<60<7/3. Alltsa:
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=2r-i- {—%(30539];/3:27?%-(1—%).

Svar: 77/60.
/1,x2,y2
(Man kan &ven anvénda stavar i z-led, / / B 22dz | dedy dar
D \Jz=y/(2%+y?)/3

D &r cirkelskivan z2 + y2 < 3 /4, men detta ger jobbigare utrdkningar.)



6. a) Fuktionen &r ej kontinuerlig i origo eftersom

040+ k2
f(0,k) =
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b) Derivatan f.(0,0) éar lika med nedanstaende grénsvirde, om det
existerar (adndligt):
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Alltsa ar f;.(0,0) = 1. For att underséka f, (0, 0) betraktar vi gransvérdet
. 0+0+k% _
k—0 k k—0 k k=0 k

Detta gransvarde existerar ej dndligt. (Och det existerar ju for ovrigt
inte i oegentlig mening heller, eftersom % — +oo d& k — 0F))

Svar: a) ej kontinuerlig i origo b) f;.(0,0) =1, f,(0,0) existerar ej.

7. Fran Maclaurinutvecklingen
flz,y) = >t — 22 — y — day
=14+ @2z +y)+ 42z +y)°+0(p*) — 22—y — day
=1+ 1((2z +y)* — 8xy) + O(p”)

=1+;20 -y’ +0(p°), p= 22+

ser man att origo ar en stationédr punkt for f (eftersom forstagradstermer
saknas). Den kvadratiska formen Q(z,y) = (2z — y)? ar dock bara
positivt semidefinit, sa kan vi inte enbart fran () avgora om det ar en
lokal extrempunkt eller inte. Lat oss istdllet undersoka ndrmare hur f
beter sig i de punkter dar Q(x,y) = 0, dvs. langs linjen (z,y) = (t, 2¢):
f(t,2t) = e* — 4t — 8¢

=144t + 540> + L(4t)> + O(t*) — 4t — 8¢°

=1+ 2 +0(t"

=142+ 0(t)).
Uttrycket inom parentes ar positivt for alla t tillrackligt néara noll
(eftersom det gér mot 22 d& ¢ — 0), medan faktorn ¢* framfor vixlar
tecken. Det finns alltsa nagot § > 0 sadant att f(¢,2t) < 1 i intervallet

—0 <t < 0och f(t,2t) > 1 i intervallet 0 < t < J, och ddrmed &r
£(0,0) = 1 varken ett lokalt minimum eller ett lokalt maximum.

Svar: f har inte lokalt extremvérde i origo.



