Losningsskisser till TATA43 och 9GMAO8 Flervariabelanalys 2020-06-03

1. (a) Vf(0,0) = (1,—2) # (0,0) sa det &r inte en stationdr punkt, och siledes inte en extrempunkt.
Svar: Ej extrempunkt.
(b)
co L0 2 a0 =0, =3 3c 420y f(1,0)=0
fz_i_Z_ Y+, fx(a)_7 fy_ — 3z + 20y, fy(?)_7
sa (1,0) dr en stationdr punkt. Vidare har vi
fo,==3, [, =20.
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fow=—5 2 [(1,0)
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Den kvadratiska formen

Q(h, k) = [, (1,000 + 2£, (1,0)hk + £, (1, 00k
h? 1 1
=5 —6hk+ 20k* = 5((h — 6k)* — 36k%) + 20k* = 5(h — 6k)% 4 2k
ar positivt definit, sd vi har ett lokalt minimum i (1,0).
Svar: Lokalt minimum.
(c) Eftersom f(x,y) = (z —y)* > 0 for alla (x,y) och f(0,0) = 0 har vi ett (t.o.m. globalt)
minimum i (0, 0).
Svar: Lokalt minimum.

2. Omréadet D ligger mellan kurvorna y = —z2 och x + y = —2 nedan. Ovanfor kurvan z? +y + 4 =
0 y=—4—22ir 22 +y + 4 positiv.

rT+y=-2

y=—4—z?

(a) Pa D giller
P hy+4>a —2—a+d4=a—x+2=(x—1/2)>+7/4>0.

Eftersom integranden ar positiv pa integrationsomradet &r integralen det ocksa.
Svar: I > 0.



(b) Vi noterar att kurvorna y = —22 och y = —2 — z skéir varandra d& z = —1 respektive z = 2.
S& D ={(z,y): —1<2<2 -2-x<y<-—z?}
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2 —x
279
//(:E2+y+4)d$dy:/ / (2 +y+dy)dy | de=... = —.
D -1 \J—2—2 20
279

Svar: —.
var: —o

3. (a)
V= (fif,) = (¢ (=" +cosy) - 2, ¢'(z° + cosy) - (—siny)).

Eftersom ¢'(12 + cos ) = ¢’(0) far vi
V(L) =(g'(0)-2-1,4'(0) - (=sin)) = 2¢'(0)(1,0).

Svar: 2¢'(0)(1,0).
(b) Vi observerar att ¥ har ldngd 1, sa

o TP NIy
f?(lvﬁ) - Vf(l,’/T) \/5(2’1) - 29 (0)(170) \/5(271) \/gg (O)
Svar:%g’(()).
(©)
VI 2000 g0 e
TSR] gLy gyt = (10 eftersom g7(0) < 0.
Svar: —(1,0).

4. Bivillkoren g(x,y) := 2zy > 3 och h(z,y) := 2z + y < 4 avgrinsar i forsta kvadranten en kompakt
méngd, och méalfunktionen f(z,y) = (2 — xy)e "~ ¥ &r kontinuerlig dér, sa storsta och minsta véirde
existerar. Kandidatjakt:

e dim2 (inre punkter): f; = e *¥(xy —y —2) = 0 och f;, = e " Y(zy —x —2) = 0 ger
ry=y+2=x+2,dv.s =y ochz? =z +2, si stationdra punkter ir (—1,—1) och (2,2),
men bada ligger utanfor mangden. Inga kandidater hér.

e diml (kantkurvor) bestar av tva delar:

o {2zy > 3,2z 4+ y = 4}: villkoret h(z,y) = 4 ar aktivt, alltsd Vf || Vh vilket ger

et Y (ay—y—2) e T V(xy—x—2)
2 1

’:e_””_y(2x—y—xy+2):0

2 1) = 0 precis dd = &1, som ger kandidaten

och substitution av y = 4 — 2z ger 2e*~*(z
f(1,2) =0 (den andra punkten ligger utanfor méngden).

o {2xy = 3,2z + y < 4}: villkoret g(x,y) = 3 ar aktivt, alltsd Vf || Vg vilket ger

=27 (wy —2)(z —y) =

e V(ay—y—2) e V(ay—z-2)
2y 2z

= (eftersom zy = 3/2 :2€*$*% x_i =0
( y=3/2)

1
precis dd x = £4/3/2, som ger kandidaten | f(1/3/2,1/3/2) = 567\/6 (den andra punkten

ligger utanfér méngden).

3
— dim0 (horn): 2zy = 3 och 224y = 4 ger kandidaterna | f( och f(57 1) = 5e_




~

Eftersom alla kanidater ger virde > 0 forutom f ( ) =0, sé har Vi fmin = f(1,2) = 0.

Svar: fuin = f(1,2) = 0 och fax = f(1/3/2,/3 %

Med u = z och v = y/z far vi
Y
’U;;:l, U;*O, U; m, U;:\/E
Detta ger
% = A+ = Sk g
2y = 2y, + 2,0, = /12,
Sa
2wz, — yz, = 2x(z, Q\f ) —y(Vxe) = 222, = 2uz!, = 2%y = v’/ ?v.

D.vs.

VAT

2=

Detta ger via integration m.a.p. u
3/2

3

(% .’L’2

= +k(v) = 731 + k(yy/r) dar k dr av klass C.

z =

2
Svar: z = % + k(yvx), k av klass C*.

16y
z(4,y) = 7"‘]‘?() 0

ger med t = 2y

8t

—+k(t)=0

S+ k(1)
D.v.s. k(t) = —8t/3, sa

e e

-3 3

2
Svar z—ﬁ—gyﬁ.
3 3
z = x%y/3 + k(y\/x) ger
/ 2zy Y / a? ’
1 =—+k .
4= ROV A= R VaVE
Sa )
2xy Y T
9722 — sy =9 ary / _ z / = ... =2
T2, — Y2, w( 3 +k(yx/5)2ﬁ) y<3+k‘(y\/ﬂ?)x/s?> z*y,

vilket visar att losningen i (a) ar korrekt.
2z = 2%y /3 — 8y/x/3 ger pa samma siitt

, Qxy 4y o 2?2 8y

Sa )
2xy 4y T 8V
Qrz —yy =22 (22 - L) gy 22 ) = =2
e (3 3\/;;) y<3 3> oY
Vidare géller
4%y Syv4
4y)=—"—-——=0
2(4y) = 3 ;

sa dven bivillkoret ar uppfyllt.



6. Integralen dr generaliserad och integrationsomradet ges av att 2% + y? > 4, 22 + y? < 2z < oo.
Eftersom integranden &r positiv kan vi tillimpa Fubinis sats och far

1
dxddz—// (/ d)dxd
/// 552'1‘2! Y r24y2>4 24y2 (1'2 +y ) Y
N = Ry A
+y2>4 (Z‘ + Yy ) z=x24y2 +y2>4 (.’13 + Yy )

Imooree g -11*° 7z

= pdp) do =27 [} =—.

/0 </2 ot v 202],_, 4

Svar: Integralen dr konvergent med vérde 7.
7. Vi har foljande fall att beakta:
e a# 0 ochb#0:

2 3 3
< — 2y —2b 2

— =— da — (0,5
eftersom nimnaren gar mot —ab3 # 0, och vi kan forkorta bort b3 # 0. S griinsvirdet existerar
och &r 2/a.

e a =2 och b =0: Eftersom b = 0 ska vi undersoka gransvirdet da (z,y) — (0,0). Insdttning av

a =2 ger

.’172—23/3 - .’E2—2y3 _

22 —ayd a2 —2y3
for alla (z,y) dir uttrycket &r definierat (dvs. 6verallt utom lings kurvan z? = 2y3), s&

gransvirdet da (z,y) — (0,0) existerar och &r 1.

e a #2och a#0,samt b=0: Aven hir ska (z,y) — (0,0). Lings linjen z = 0 far vi

0% -2 2 2
——JL =252 diy—o,
02—-ay? a a

men langs linjen y = 0 far vi

2 2 2
¢ —2-0 T 3

sa gransvardet existerar ej.

e ¢ = 0: Vi har uttrycket

23
PR

x? x2

% — 23

Detta uttryck r lika med 0 resp. 1 lings kurvorna 2y® = 22 resp. y = 0 (med origo undantaget
i bada fallen), sé det saknar gransvirde i origo (dvs. gransvirdet existerar ej i fallet b = 0).
Om b # 0 har vi

da (z,y) — (0,0),

2y —o0o omb>0
1-—= -
x? co omb>0

sa gransvardet dr inte dndligt. Oavsett b:s virde existerar alltsd inte gransvardet dndligt nér
a=0.

Svar: Gransvéirdet existerar 4ndligt omm a och b bada &r nollskilda (och &r d& 2/a) eller (a,b) = (2,0)
(och &r da 1).



