Losningsskisser till tentamen i Flervariabelanalys TATA43

1. De stationdra punkterna finnes som losningar till 3z% + 3y? = 15, 6zy + 3y? = 15.
Ekvationssystemet 16ses t ex genom subtraktion av ekvationerna, vilket ger z(z —2y) = 0
efter faktorisering. Falluppdelning, z = 0 och z = 2y, leder till de fyra lsningarna (0, \/5),
(0,—V5), (2,1) och (-2, —1).

Andraderivatorna blir f.. = 6z, f;'y = 6y och lejly = 6z + 6y. De kvadratiska formerna i
de fyra punkterna blir:

Qo,v5) (hy k) = 042 6v5hk + 6v5k* = 6v/5(k + h)* — 6v5h?,

Q0,—v5) (B k) = 0—2-6VBhk — 6VBk* = —6v/5(k + h)* + 6v/5h,

Q1) (hy k) = 12h% + 2 - 6hk + 18k = 12(h + k/2)* + 15K?,

Q(2,—1)(h, k) = —12h* — 2 - 6hk — 18k® = —12(h + k/2)* — 15k>.

Formerna &r indefinit, indefinit, positivt definit respektive negativt definit. Funktionen
har allts& ett lokal min i (2, 1) och ett lokalt max i (—2,—1).

. Kedjeregeln ger 2, = —27 22/ och zy = y~ 'zl — y722.. Detta insatt ger ekvationen
—y~'2) =1, dvs 2, = —1/v i de nya variablerna. Den allménna lsningen 4r z = —Inv +

f(u), dar f &r en godtycklig envariabelfunktion. I de gamla variablerna &r 16sningen
z(z,y) = Iny + f(1/z + Iny). Randvillkoret ger f(1/z) = Inz, dvs f #r funktionen
f(t) = —Int. Losningen blir z(z,y) = Iny — In(1/z + Iny).

. Rymdpolara koordinater anvinds sjalvfallet d& D &r en dttondel av klotet med radie 2 och
centrum i origo. I sddana koordinater, sdger forsta ekvationen 0 < r < 2, sista ekvationen
/2 < 0 < 7, och andra och tredje tillsammans —m/2 < ¢ < 0, vilket definierar det nya

omradet . Da ett attondels klot med radie 2 har volym 47/3, racker det att berdkna
integralen av termen zz. Variabelbytesformeln ger
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Den sckta integralen &r saledes 4m/3 — 32/15.

. Triangelns kanter ges av linjerna 3z —y = 0, 2y — z = 0 och y + 2z = 5. Variabelbytet
u =3z —y, v =2y —z 6verfér omradet pé triangeln v > 0, v > 0, u+ v < 5 och
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. Omrédet ar kompakt och funktionen ar kontinuerlig, sa storsta och minsta virde existerar.

Sitt g(z,y,2) = £ + 2y* + 32% och h(z,y,z) = z. Villkoret for en stationir punkt for f
under bivillkoret g = 1 &r att
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322 =2y(z +y),
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dvs parallella gradienter. Vi far ekvationssystemet 2(2+9) = 4 Falluppdel-
(2y —z)z =0,
2+ 22 +32% = 1.
ning enligt tredje ekvationen.
Fall 1: z = 0. Om inte y = —z, s& blir z = y = 0 enligt de forsta tva ekvationerna, vilket

strider mot sista. Alltsd y = —x. Sista ekvationen ger 3z% = 1, s& & = 1/\/3 da z > 0.
Kandidat: (1/v/3,—1/+/3,0).
Fall 2: x = 2y. Forsta ekvationen ger 322 = 6y?, och insatt i sista att 12y? = 1. Da z > 0,
och dérmed y > 0, fas kandidaterna (1//3,1/v/12,1/V/6) och (1/v/3,1/V12,-1/V6).
Nu randcirkeln. Villkoret for en stationér punkt fér f under bivillkoren g = 1, h = 0 ar att
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. 2(32° —2y(z +y)) = 0, dvs linjért beroende gradienter.

32" = 2y(z +y),
Vi far ekvationssystemet { 22 + 2y? 4+ 322 =1, Sista i forsta ger 322 = 2%, och andra
z=0.
ger sedan 4y = 1. Detta ger kandidater (0,1/2, 1//6), (0,1/2,-1/v6), (0,—1/2,1/V6)
och (0,—1/2,—1//6).
Jamforelse av de sju kandidaternas funktionsvérden, ger att storsta vérde \/5/4 antas i
(1/v/3,1//12,1/+/6), och minsta virde —v/2/4 antas i (1/v/3,1/v12,—-1/V6).
. Satt f(z,y,2) = 22 + y* + 3zy — 2°. T en punkt (a,b,c) pa ytan &r en normalvektor
till tangentplanet V f(a,b,c) = (2a + 3b,2b + 3a, —2c¢). Tangentplanet &r parallellt med

z-axeln om och endast om 2a + 3b = 0. Tangentplanet innehaller (17,0,2) om och en-
dast om (2a + 3b,2b + 3a,—2¢) - ((17,0,2) — (a,b,¢)) = 0. Vi far ekvationssystemet

2a+3b =0,
—(2b+3a)b —2¢(2—¢c) =0, Andra plus 2 glnger sista ger 2a% + 3ab — 4¢c = —4.
a? 4+ b% 4 3ab— % = -2.
Detta och forsta ger ¢ = 1. Forsta i sista ger nu —562/4 = —1. De sokta punkterna blir
(—3/v/5,2/v/5,1) och (3/V5,—2/V5,1).
. Vi noterar att integranden &r positiv, vilket motiverar nedanstdende rékningar.

De fyra linjerna z = =1 och y = +1 delar planet i nio omraden. Stycka upp integralen
som en summa av de nio integralerna dver dessa omraden.

I omrédet |z|,|y| <1 &r d(z,y) = 0, och integralen blir 2-2- €% = 4.
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I omradet |y| < 1,z > 1 &r d(z,y) = z — 1, och integralen blir / </ dy> et % =
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I omradet =,y > 1 ar d(z,y) = v/(z —1)2+ (y — 1)2, och med variabelbytet z = 1 +
pcosp, y =14 psin g blir integralen
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Symmetri ger nu att den sokta integralen ar 4 +4-2+4-7/2 = 12 4 2.




