Losningsskisser till TATA43 och 9GMAOS8 Flervariabelanalys 2020-11-01

1. Stationdira punkter fas ur ekvationssystemet f. = 322 + 6x + 2z = 0, f =4y —22=0, fl =
2z + 2x — 2y = 0. De tva sista ger z = 2y och = —y, som insatt i den forsta ger 3y? — 2y = 0, och

ddrmed de stationéra punkterna (0,0 O) och ( z, g, g)
Andraderivatorna blir f = 6x + 6, =0, =2, =4, f;. = =2 och f = 2.1 punkten

(0,0,0) far vi den kvadratiska formen
Q0,0,0)(h, k1) = 6h% + 4k* + 20* + 4hl — 4kl = 2(1 + h — k)* + 2(k + h)* + 2k,

sd Q(h, k,1) > 0 for alla (h, k,1), och Q(h,k,l1) =0endast omI+h—k =k+h =h =0, d.v.s. endast

m (h, k,1) = (0,0,0). Q &r alltsa positivt definit, och (0,0, 0) dr sdledes en lokal minimipunkt for f.
I punkten (—2,%, %) dr f/, =2, och vi far
Q-z,2,1(h,k,1) = 20% + 4k% 4 20° + 4l — 4kl = 2(1 + h — k)* + 2(k + h)* — 2R?,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(0,0,1) =2 > 0 och Q(1,—1,-2) = —2 < 0, s& punkten (—2,2,2)
dr ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: (0,0,0) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

2. Variabelbytet u = ay, v = z/y ger 2., = yzl, + z och z =z, — —22' Inséttning i differentia-
lekvationen ger zl, = e, z = ue ¥ + g(v) dar en g(v) dr en C- funktlon av en variabel. Vi far
z(z,y) = a:ye’f”/y + g(z/y). Bivillkoret ger
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Svar: z = xye /Y — Le=/Y
xT

3. Detlinjéirabytetu—x v=19y, w=2zger en ny mingd E : u®> +v2 +w? <4, u <0, w <0 och

j((j’g 120)) %, féljt av byte till rymdpoléra koordinater 0 <r <2, 2 < ¢ < 3% och <6 < 7 ger
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4. Sitt F(wz,y,2) = xe® + 2y® — 2z — yz2. Det fojer att F € C!, F(0,1,0) = 0 och F, = % +
ze®™ + 93 = 2 # 01 (0,1,0). Implicita funktionssatsen ger nu att sambandet F = 0 i en
omgivning av punkten (0, 1,0) deﬁnierar en C’l—funktion x = x(y, z). Vi deriverar F' = 0 implicit
m.a.p. y och far z}e” + :re“:cyz + @, 3 4 3xy? — 22 = 0 dvs 27y, = 01 (0,1,0). Nu m.a.p. 2:
xhe"* + xe* (xhz + x) + 2Ly 1—2yz —0 dvs 22/, —1=01(0,1 0) VF(0,1,0) = (2,0,—1) och
tangentplanets ekvation ar 236 — z = 0 ty punkten (0, 1,0) tillhor tangentplanet.

Svar: z/,(1,0) =0, 2,(1,0) = 3,22 — 2 =0

5. Bivillkoren g(z,y, 2) = 22 + 3% — 2 < 0 och h(z,y,2) = v — 2y + z + 1 < 0 bestdimmer en sluten och
begransad mangd och funktionen f(x,y,2) = x + y + z ar kontinuerlig. Alltsd existerar storsta och
minsta varde for f pad den mingden. Vi har Vf = (1,1,1), Vg = (2z,2y,—1) och Vh = (1,-2,1).

Inre punkter (dim 3): Vf # 0 verallt. Kandidater saknas.
Randpunkter (dim 2):

(i) g=0,h < 0. Vf | Vg@foVg—O@xzy:—%sominsattigzOgerz:%.Punkten

(—%, —;, 2) uppfyller inte villkoret h < 0.

(i) g <0, h=0. Vf |/ Vg. Kandidater saknas.



Randpunkter (dim 1): Kurvan ¢ =0, h = 0. Vf, Vg, Vh ar linjart beroende <

1 1 1
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2t 2y -1 | =-32z+1)=0 < T=-3
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som insatt i g = 0,h = 0 ger y = 2z = 3 eller y = 5, z = 3. Kandidater f(—3,35,5) = 3 och

f(=3:3:3) =3
Svar: fmin = f(7%7%7%) = % och fmﬂx = f(fév %v %) = %

6. Integralen dr generaliserad. Eftersom integranden &r positiv kan vi rdkna som vanligt med
itererad integration och dven gora variabelbyten. Kvadratkomplettering ger

2? + dzy + 6y = (z + 2y)* + (V2y)*.

Ett naturligt variabelbyte dr v = = + 2y, v = /2y. Vi far ggzz; = % Variabelbytet ger en

en-entydig avbildning, si omradet i uv-planet blir hela R2. Gér vi sedan ett polirt byte fir vi
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7. Vi betraktar tre fall: x > 0, z < 0 och x = 0.

o x> 0: f(r,y) = 22 — 22 — 2xy°. Lokal undersékning: f, = 2z — 2 —2y%2 =0, f’ —4xy =0
ger en stationér punkt (1,0) (observera att = # O!). f, = 2, f}, = —4y, = —4x ger
Q = 2h? — 4k? som é#r indefinit ty t.ex. Q(1,0) > 0 och Q(O 1) < 0. Punkten (1 0) &r ej en
lokal extrempunkt.

o v <0: f(x,y) = 22+ 22 — 2xy?. Lokal undersékning: f! = 2r+2—2y? = 0, fy = —4xy =0 ger
pa samma sitt en stationir punkt (—1,0) och Q = 2h? + 4k? som &r positivt definit. Punkten
(—1,0) &r en lokal minimimpunkt.

e x=0: f(0,y) =0foralay € R. Om 0 < z < 2 giller f(z,y) = x(x — 2 — 2y*) < 0 for
alla y € R. Néar vi tittar pa f:s varden i vanster halvplan, x < 0, behdver vi dela upp i tre
fall. Betrakta punkten (0,b),b € R. Vi skall avgora vilket tecken f har i en tillrickligt liten
omgivning av (0,b). Observera att = < 0 of f(z,y) = z(z + 2 — 2y?).

(a) |b] > 1: f(z,y) = z(z +2 —2y?) > 0 i en tillriickligt liten omgivning av (0,b). Det foljer
att (0,b) inte dr en lokal extrempunkt.

(b) |b| = 1: f(z,b) = 2% > 0. Det foljer att ingen av punkterna (0, 1) ér lokal extrempunkt.

(c) b| < 1; f(x,y) = x(x + 2 — 2y?) < 0 i en tillrickligt liten omgivning av (0,b). Det foljer
att (0,b) ar en lokal maximipunkt.

Svar: (—1,0) &r en lokal minimipunkt. Punkterna(0,b), |b] < 1 &r lokala maximipunkter.



