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Eftersom vi fick olika varden langs tva olika kurvor som gar in mot punkten
existerar inte gransvardet.

Svar: Existerar ej.

Vi kan bérja notera att f(z,y) = x + 22 — y* uppfyller f(1,-1) =1+ 2-
12 — (=1) = 4, s4 grafen gar genom punkten (1, —1,4). Vi har nu V f(x,y) =
(1 +4z,—3y%) s& Vf(1,—1) = (5, —3). Detta ger

f’(l_1)_vf(17_1).@_(57_3).(2,1)_10—3_l
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Formeln for tangentplanet till en graf z = f(z,y) i punkten (a, b, f(a,b)) ges av

z = fla,b) + fi(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y = b),

vilket med vart f och (a,b) = (1,—1) ger

z=44+5(x—1)—3(y+1).

Svar: Riktningsderivata: f.(1, —1) = 7/+/5, tangentplan: z = 4 + 5(z — 1) —

3y+1).
Med
u =+ 3y,
vo=y
far vi
2 =zl + 2l =2
Z, = Uy + 2,0, = 32, + 2,
Sa
32, — 2, =32, — (32, + 2,) = —2, = 0,
dvs.

2l =0& 2= f(u) = f(z +3y) dir f € C'(R).
Svar: z = f(z + 3y), f € C'(R).



2
do=led =+ fly) =S +ofy)+9), fgeCR).
Svar: z = 2?/2+xf(y) + g9(y), f,9 € C*(R).
3. (a) Eftersom f/(0,0) =1 # 0 ar punkten inte stationar, och alltsa ingen extrem-
punkt.

Svar: Ej extrempunkt.

(b) Vf(0,0) = (0,0) s& punkten ar stationir. Dessutom géller att f(x,y) =
14+ Q(z,y) + O(|(z, y)°) dér

Q(z,y) = 22" + wy +y* = 2(x + y/4)* —y* /8 + y* = 2w +y/4)* + Ty /8

som ar positivt definit (dvs. > 0 for (z,y) # (0,0)). Alltsa ar (0,0) ett lokalt
minimum till f.
Svar: Lokalt minimum.

(¢) Vi har

Vf(z,y) = (2¢ - 32° + 32°y,8 = 8y +2°);  Vf(0,1) = (0,0),
sa (0,1) &r en stationdr punkt. Vidare géller
fr(z,y) =2—6z+6xy; fr(0,1)=2,
_ 2, _
fa/cly(x>y) - 31’ ’ fglc/y<07 1) - 07
Den kvadaratiska formen
Q(h, k) = fr(0,1)h* +2f7 (0,1)hk + f},(0,1)k* = 2h* — 8k
ar indefinit (t.ex. dr Q(1,0) = 2 > 0 och Q(0,1) = —8 < 0), sa (0,1) &r en
sadelpunkt till f, dvs. ingen lokal extrempunkt.
(Man kan aven l6sa uppgiften mer som i (b) genom att rdkna ut
f(hoa1+k)=—6+81+k)+h*—4(1+k)—h*+h*(1+k)
=2+~ 4k + PPk = =2+ (h* — 4k*) + O(|(h, k) ]*),

och eftersom det inte finns med nagra forstagradstermer ar gradienten noll i
punkten, och den kvadratiska formen h? — 4k? (vilket ar Q(h,k)/2 dar Q ar
som ovan) ar indefinit, sa darfor &r det en sadelpunkt.)
Svar: Ej extrempunkt (sadelpunkt).

4. Overgang till polira koordinater (p, ) ger

/4 3
// z + 2y) dxdy—/ (/ (pcosg0+2psincp)pdp> dy
0

w/4 3 w/4

= / [ cos ¢ + 2sin cp)] dp = 9(cos p + 2sin p)dyp
w/4 p=0 —7/4

= 9[sinp — 2cos @]i/f/zl = 9V/2.

Svar: 9v/2.



5. Vi har f(z;y) = 22% + y? + 2y och sétter g(z;y) = 2% + y?; h(z;y) = z. f ar
kontinuerlig och villkoren g < 4 och h > 1 beskriver en sluten och begrdnsad méngd
vilket betyder att f har ett storsta och minsta varde pa mangden.

(2D) Stationdra punkter: f; = f, = 0 ger (z;y) = (0, —1) som inte tillhér méngden
4x 2x
20+2 2y
z(y —1) = 0. Eftersom 2 > 1 finner vi y = 1 och g = 22 +y? = 4 ger x = £/3,
dér bara x = v/3 uppfyller kravet h > 1. En kandidat hér ar f(1/3,1) = 9.

4x 1
2y+2 0

(1D) cirkelbdgen g =4 och h > 1 ger V f(x,y) | Vg, alltsa =0, dvs

(1ID) segmentet h =1, g < 4 ger V f(x,y) || Vh, alltsa
en kandidat har ar f(1,—1) = 1.
(0D) hérnpukter som ges av g = 4, h = 1, d.v.s. tva kandidater f(1,+v/3) = 542+/3.

=0,dvsy = —1,

Eftersom 2v/3 < 2v/4 = 4, optimering ger:
F1,-1)=1<5-2V3=f(1,—V3) <5+ 2V3 = f(1,v/3) <9 = f(/3,1).
Svar: foax = f(V3,1) =9 och fuum = f(1,—-1) = 1.
6. Eftersom 0 < 2® < 22 < 0 < 2 < 1 ser vi att D ges av olikheterna
O<z<l 2<y<z? 4<z<o0.

Vi noterar nu att integralen ar generaliserad bade pa grund av att omradet ar
obegransat i z-led och att integranden ar obegransad i varje omgivning till z = 0.
Men integranden &r positiv sa vi kan tillaimpa Fubinis sats direkt:

///D x21z2 drdydz — / - ( /0 1 ( [ = dy) da:) |
_/ (/ ik 1dx>dz:[ 9;] Aw;dz
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(Alternativt kan man jobba med en uttémmande f6ljd, t ex
D, ={(v,y,2): I/n<x<1l,2°<y<a’4<z<n}

och far da

. . I 1 1 1 1 1
ti If, totvte == i (5= 24 50) (3-3) =)
Svar: 1/8.



7. For en given punkt
P=P(s,t) = (1,y,2) = (st* —s —4t,s —t*,s* +4t) dir —1<s<1,-1<t<]1
ar vektorerna
(2,9, 2L) = (t* — 1,1,25) och (¥}, y;, 2}) = (25t — 4, —2t, 4)

parallella med tangentplanet till ytan i P. Sa om planet x + 2y + z = d ska tangera
ytan i P méaste normalvektorn (1,2,1) till planet vara ortogonal mot bada dessa
vektorer, och vice versa om den ar ortogonal mot bada dessa och vi valjer d sa att
x + 2y + z = d gar genom P, da ar detta tangentplanet till ytan i P. Alltsa far vi
ekvationssystemet:

(1,2,1) e (t* —1,1,25) =t? = 14+2+25 =0 o 2 +2s=—1
(1,2,1) @ (2st —4,—2t,4) =2st —4 — 4t +4 =0 2st — 4t = 0.
Ekvationen 2st — 4t = 0 har l6sningarna s = 2 och ¢t = 0, dar den forsta ligger
utanfér intervallet —1 < s < 1. Med ¢ = 0 insatt i t? +2s = —1 fir vi s = —1/2 (om
vi hade satt in s = 2 har hade vi inte fatt nagon reell 16sning for ¢ heller). Alltsa

finns det bara en punkt (s,t) = (—1/2,0) som ger ett P(s,t) ovan som uppfyller
kraven, och denna punkt blir da

P=(1/2,-1/2,1/4).
For att bestdmma d sétter vi in denna punkt i ekvationen

1/242(=1/2) + 1/4 = —1/4 = d.

Svar: Det enda d som ger ett plan = + 2y + 2z = d som tangerar den givna
ytan dr d = —1/4, och planet tangerar da i punkten (1/2,—1/2,1/4) (som ges av

(s,t) = (—1/2,0)).



