TATA44 Losningar till tentamen 23/10/2009.

1.) Ytan 2z = 2° + ¢° skiir sfiren 2% + y* + 2° = 3 di 2> + 22 = 3 som ger (2 + 1)* = 4.

Da dr 2 = —1 £ 2 och vi erhaller z = 1 eftersom z > 0. Parametrisera ytan 2z = 22 + ¢/>
2

med ortsvektorn r(p, ¢) = (pcos ¢, psing, p?/2) = pp + %2 (cylinderkoordinater) och vi har
0<p<+V2 0<¢<2r. Observera att ), =p+piochry = p¢ vilket ger

~

%, = (p+ p2) x (00)
= —p’h+ p2.
Héar har vi anvint oss av foljande kalkyl: p = cos¢ T + sin ¢y vilket gor att = sin ¢ & +
0

(ﬂ Vidare utgor p, &, Z en hogerorienterad ortonormerad bas vilket ger oss p X g% =

P 2xp=0.

cosoy =
Z, 0 X Z

Lat D vara méngden (p,¢): 0 < p < V2, 0¢ < 2m. Ytans area ar nu
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2.) Losning 1: Kurvan I #r enkel och sluten och A = —(y+1)&+ (2 +1)g ir ett C'-vektorfilt.

Da har vi att
I:/A~dr://(V><A)-ﬁdS
r s

dédr S dr den ytan som I' omsluter, och I" genoml6ps i positiv riktning. T vart fall 4r S &r den
del av planet 2z + 2y + z = 2 som ligger innanfér parabloiden z = 22 + 4%, d.v.s. i omradet
z > x? +y2. Planet skiir ytan z = 2° 4+ da 2° +9* +22+2y = 2 som ger (z+1)*+(y+1)* =4
och da #ir S den del av planet 2z +2y+2 = 2 dér (z+1)*+(y+1)% < 4. Att T’ genomldps moturs
sett fran punkten (0,0,17) betyder att I" genomléps i positiv riktning (med S till vénster om
den riktningen). Vi parametriserar S med hjilp av ortsvektorn r(x,y) = (x,y,2(1 —x —y)) for
(z,y) € D dér D: (z+1)*+ (y + 1) < 4 och da har vi
1



J://S(VXM.MS

= //D(V x A) - (r], x r,)dzdy

_ //D<o,o, 2) - (2,2, 1)dady

:2// dxdy
D

=8r
eftersom D ar en cirkelskiva med radie 2.

Losning 2: Vi har att T éir kurvan (z + 1) + (y +1)* =4, 2 = 2(1 — 2 — y) (se ovan) och vi
parametriserar I' genom ortsvektorn r(¢) = (—1+2cos ¢, —1 + 2sin ¢, 6 — 4(cos ¢ + sin ¢)) déar
0¢ < 2m. Pa T har vi

A=—(y+ 1)+ (x+1)y=—singi + cosgy.
[’ genoml6ps moturs sett fran (0,0, 17) betyder att ¢ : 0 — 27. Nu har vi

[:/A-dr
I
21

= [ A(¢)-r'(9)do

0

= /27r(—2 sin ¢, 2 cos ¢, 0) - (—2sin ¢, 2 cos ¢, 4(sin ¢ — cos @)) do
0

:4/02ﬂd¢

= 8.

3.) A ir ett potentialfdlt om det finns ett skalarfilt ® med A = V. I sfiriska koordinater
betyder detta att

('M)A_i_l@q%_i_ 1 0%, 2rcos¢ . sin ¢ -
ar' 700 rsinf 0¢ _(1—|—7“2)2T r(1+72)sinf "’

vilket ger ekvationssystemet

2r cos ¢ sin ¢

At r_ e

o, = TSItk Dy =0, 9P, Axr7)
Den tredje ekvationen och den andra ekvationen ger
cos ¢

®(r,¢) = D) +9(r),
och insdttning i den forsta ekvationen ger

g(r)=0

vilket ger



cos ¢

O(r, ¢) = —m

Kurvan I' har startpunkt (7,6, ¢) = (1,7/2,7/4) och slutpunkt (r, 6, ¢) = (4,7, 7/4). Eftersom
A ir ett potentialfilt med potential

+C.

cos ¢

R )

+C

s& har vi

/A cdr =04, m,w/4) — (1, 7/2,7/4)
F R
YN

4.) Planet skir cylindern (z —2)? +¢y* =likurvan I': (2 —2)* 43 =1, 2 = —x. Daér I en
enkel och sluten C'-kurva och A = —y°% + (x — 2)* #r ett C'-vektorfilt. DA har vi att

I:/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS

dar S ar den ytan som I" omsluter, och I genoml6ps i positiv riktning. T vart fall &r S den del av
planet  + z = 0 som ligger innanfor cylindern (x —2)% 4+ 4? = 1. Att I genomldps moturs sett
fran punkten (2,0,34) betyder att I' genomlops i positiv riktning (med S till vinster om den
riktningen). Vi parametriserar S med hjélp av ortsvektorn r(z,y) = (z,y, —x) for (z,y) € D
dir D : (z —2)? +5* < 1. En enkel rikning ger r’, x r, = (1,0,1). Ytan S ska ligga till véinster
om I' da enhetsvektorn 7 till S transporteras lings I' da I' genoml6ps moturs sett fran (2,0, 34).
Da maste enhetsnormalen 7 ha positiv 2-komponent. Vi viljer n = (r,, x r})/|r}, x 1| och da

har vi
I://(VXA)-deS
s

= [ A)- sy
N //D(O’ 0,3(x — 2)* +3y%) - (1,0, 1)dzdy

= 3//1)[(95—2)2 + 9% dwdy

:3/01</0 r3dgb>dr

_37T
2

dar vi har gjort variabelbytet x = 2+ rcos¢, y =rsing med 0 <r <1, 0 < ¢ < 27 i den
ndst sista integralen.

5.)Lésning 1: Vektorfiltet A = (z,y, —22) ir ett C'-vektorfiilt och ytan S : 2%+ (y—1)*+2% =
1, z > 0 ar C*. Lat S; vara den yta som definieras som ) : z* + (y — 1)> < 1, z = 0. Enligt
Gauss’ sats giller da att
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dar V ar den kropp som avgransas av S och S; och n pekar ut ur V. Vi har V- A = 0 och
saledes har vi att flddet ® av A ut genom S (bort fran origo) &r

@—//A-ﬁdS—/ A -n.dS;
S S1

ddr ny pekar nu in i kroppen V. Eftersom S &ar i xy-planet da a&r ny = 2, och da &r A - ny =
(x,y,—2z2)-(0,0,1) = =2z = 0 pa S;. Saledes &r flodet & = 0.

Lésning 2: Ytan kan parametriseras genom ortsvektorn r(6, ¢) = (cos ¢ sin @, 1+sin ¢ sin 6, cos 6),
med 0 <0 <7/2 0<¢ <2m. Lat D vara omradet D : 0 < 6 < x/2, 0 < ¢ < 27. Vi har
ry X 1) = sinf(cos ¢ sin 6, sin ¢sin 0, cos §). Om vi berdknar flédet genom S i riktning 7 (ut ur
S, bort fran origo) da har vi

<I>://SA-ﬁdS
://DA.(r;xr;)dedgb

= // sinf(cos ¢sinf, 1 + sin ¢ sinf, —2 cos ) - (cos ¢ sin @, sin ¢ sin @, cos 0)dO d¢
D

©/2 /2
= / (/ [sin® § 4 sin ¢ sin® § — 2sin @ cos® 6] d(b) dae
0 0
w/2
=27 / [sin® @ — 2sin 6 cos® 6)do
0

/2

:7r/ [1 — 3 cos® 0] sind do
0

= [cos® § — cos b] 3/2

=0.

6.) Vektorfiltet ar singulart pa z-axeln, dar p = 0. Vidare har vi att V- A = 0 i de punkter dér
p # 0. Lat S beteckna ytan 2 +y? + 2% = 1, z > 0 och lat S, vara ytan 2> +¢y* + 22 =1, z >
0, x2—|—y2 > €2, Vidare sitt C. : x2—|—y2 = 62, 0<z<+Vl1—eoch L, :e< x2+y2 <1, z=0.
Kroppen V. dr den kropp som avgréinsas av S., C, L. och inom V_ &r V-A = 0. Nir ¢ — 0 da

har vi
/ A-ﬁengﬁ//A-ﬁdS,
Se s

vilket dr det sokta flodet. Enligt Gauss’ sats har vi

// A-ﬁdS:// V. AdV =0,
e+Ce+Le Ve

dér enhetsnormalen n pekar ut ur kroppen pa var och en av delytorna. Av detta foljer att

//A-ﬁdS://A'ﬁch’—l—/ A -npdL,
Se Ce LE
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diar dC, dL ar de respektive area matten och ngc ar enhetsnormalen till C. som pekar ut fran
z-axeln och ny dr enhetsnormalen till L. som pekar upp i positiv z-riktning.

P& L. har vi ortsvektorn r(z,y) = (z,v,0) = (pcos ¢, psing,0) med e < p < 1, 0 < ¢ < 27,
och pa L. ar A = (cos ¢,sin ¢, 0). Eftersom n;, = 2 da & A - ny = 0 pa L. Saledes har vi

// A -npdL =0.
Le

Pa C. har vi ortsvektorn r(¢, z) = (ecos ¢, esing, z) med 0 < z < V1 —¢€2 0 < ¢ < 27, och pa
C. ar A = (cos ¢, sin ¢, E). L&t D vara omradet D : 0 < 2z < V1 —¢2, 0 < ¢ <27 Vihar
€

//CEA-ﬁC://DA-(r;xr’Z)dqbdz

= // (cos ¢, sinqb,z) - (ecos ¢, esin ¢, 0)do dz
D

= e//D dodz
= 21eV/1 — €2

Vi erhaller nu

// A-ﬁdS:// A - nedC = 21eV1 — €2
Se Ce

//A-fzdSzlim/ A -ndS =0.
S e—0 S.

Flodet genom S ar da ¢ = 0.

av vilket vi far



