TATA44 Loésningar 26/8/2015.

1.) Infor cylinderkoordinater (p, ¢, z). Cylindern har ekvationen p = 2 och paraboloiden har
ekvationen z = 5—p2. Vi soker arean av S : z = 5—p2, 0<p<2 0< ¢ <21 ochvi
parametriserar S genom ortsvektorn r(p, ¢) = pp+ (5 — p?) 2 med (p,¢) € D dir D: 0 < p <
2, 0< ¢ <27 Vi har

Arean av S ar nu

2.) Observera att V-A = 2?+2y*+32? och att A &r C! éverallt. Sitt S : 2°4+2y*+32° =1, 2 > 0
och S; : 2 =0, #? + 2y? < 1. Vidare lat V beteckna den kropp som avgrinsas av ytorna S, S;.

Enligt Gauss’ Sats har vi
/ A-fldS:///V-AdV
S+51 \%

dér enhetsnormalen n pekar ut ur V. Saledes ar

//A-ﬁdS:// V-AdV—/ A -n.dS;.
S 1% St
/ A-ﬁldslz—// 22z dedy = 0
Sl Sl

For S; 4&r ny = —Z och

eftersom z = 0 pa 9;.
Saledes ar

//SA-ﬁdS:///VV~AdV.



Infér rymdpoléra koordinater x = rcos ¢sinf, y = % singsinf, z = % cos . V beskrivs i

dessa rymdpoléra koordinater som 0 <r <1, 0 <0 <7/2, 0 < ¢ < 27 . Vi har nu

//VV'ACW:///V(l“z+2y2+3z2)dmdydz
— %/01 (/0”/2 (/02wr4sin9d¢) d6’> dr
2

. ™

Vi erhéller nu att det sokta flodet ar

2
= A -ndS=—.
//S " 56

3.) En standardriikning ger att V x A = (2° + y2) z. Kurvan F ar kurvan Pyt =
2, 22 +y? = 1 och &r randen till ytstycket S : 2? +y* + 22 = 2, 2? + y* < 1. Parametrisera S
med ortsvektorn r(0,$) = V2 dar 0 < 0 < 7r/4 0 < ¢ <2m Vihar 0 <0 < 7/4 eftersom
cylinder 2 4+ y* = 1 skiir halvsfiren 2> + 9> + 22 =2, 2 > 01i 2 = 1. Da #r § som storst och
eftersom z = rcosf i rymdpolira koordinater,sd har vi med z = 1, r = V2 att cosf = 1 / V2,
vilket ger 6 = 7 /4 eftersom 0 < .

Enligt Stokes sats har vi nu att

/A dr—// (V x A)-ndS

eftersom I' genomlops moturs sett fran (0,0, 3). Enhetsnormalen n till S pekar ut fran origo.
Parametrisera S genom ortsvektorn r(f, ¢) = \/_ 2r med (0, ) eDdarD:0<60<7/4, 0<
¢ < 2m. Observera att ry X r;, = 2sin 6 och att V x A = (:U +9?) 2 = 2sin? 6 2. Vi har nu

/A~dr:/ (V x A - hdS
r S

= / (V x A(r(0,9)) - (ry x r};) dode

—4//s1n 0(z - r)dode
/4

_4/ (/ sin 00080d¢) do
0 0

w/4
= &1 / sin® 6 cos 6d#
0

2

1
4.) Standardrikningar med A = V® = ¢/ ¢ + <I>’ 0 —i— 0<I>'¢ b ger

®(z,y,2) = r’cosfsin®¢ + C



dar C' ar en godtycklig konstant.

Planet x —y = 0 skiir 22 4+y?+22% = 4 lings kurvan 224+ 2> = 2, y = z med z,y, z > 0. Start-
punkten dr z = 0,z = V2, = y i zy-planet och da &r startpunkten (r,0,0) = (2,7/2,7/4) i
rymdpoléra koordinater. Slutpunkten &r (r,6, ¢) = (\/5, 0,7/4) uttryckt i rymdpoléra koordi-
nater. Eftersom A = V& sa har vi att

/A Cdr = B(V2,0,7/4) — B(2,7/2, 7/4) = 1.

5.) En standardrékning ger

VxA=0

i alla punkter dér 2% + y* # 0. Lat I’y vara kurvan 22 +¢*> =1, y > 0, z = 0. Kurvan I' + T
utgor randen till en yta S i zy-planet dar. Observera att bédgge kurvorna har sina d&ndpunkter
i (£1,0) i planet. Enligt Stokes Sats har vi

A-dr:/ (Vx A)-0dS =0
I'+T' S

/Adr—/Adr

dér I' och I'y genomlops i samma positiva riktning (moturs: observera att S ska ligga till vinster
om genomldpningsriktningen for att Stokes’ Sats ska gélla; hiar kan man vilja moturs for I'y
vilket innebér att I genomlops medurs). PaT'; ar p = 1. Vi parametriserar I'y genom ortsvektorn
r(¢) = pmed 0 < ¢ < w. Obervera att r'(¢) = . Vi har p=1pal;ochda ar

och av detta foljer att

A dr = A d
[ A / Y(6)d

—A(mﬁ)aw

Saledes har vi

/A-dr:m
r

6.)Losning 1: Vektorfiltet kan skrivas som

L.

A= T—2r

i sfiriska koordinater (7,6, ¢). En standardrédkning ger V- A = 0 i alla punkter dar r # 0. Satt
S:z=5—+/224+y2 z2>00ch L:2*+¢y> <4, z=2samt L; : 1 <22 +4y*<162=0
och C : 22 +y*+ 2> =1, 2 > 0. Lat V beteckna omradet som omslutas av den slutna ytan
S+ L+ L+ C. Viser att A ar C' i en omgivning av V och att V- A = 0 inom V. Enligt
Gauss’ Sats har vi



// A-ﬁdS:// V-AdV =0
S+L+L1+C v

dér n pekar ut ur V. Av detta foljer att det sokta flodet / A -ndS ges av
S

/ A-fldS:—/ A-IdeL—/ A-nAleLl—/ A -n-dC.
S L L1 C

dér alla normaler pekar ut ur V.Vi har

/ A -nj, dL =0
Ly

tynp, = —Z2ochdaér A-nj, = =0ty 2 =0 pa L;. Vi erhaller nu

/ A ndS——//A nLdL+/ A -n-dC

dar normalerna n, ny, ng pekar nu bort fran origo (riktningen pa n har dndrats si att den
pekar bort fran origo). P4 C &r r = 1 och da 4r A = 1 pa C. Parametrisera C' med ortsvektorn
r(0,¢) =t dér (0,¢) € Doch D:0<60<7/2, 0< ¢ <27 Vihar ry x ry =sinft. Vi far da

att
//A ng dC = //A rexr¢d0d¢
([ )

= 2.

Pa L & n; = Z och z = 2, x2+y2§4ochvihar

2
A -n; = dxd
// L //z+yz<4 A+ 22 + 232"

=[r=rcosgp, y=rsing, 0 <r <2 0<¢ <27

2 [ ([ )

2 r
= 47T/0 —(4+r2)3/2 dr

= [t =4+77]

8
= 27r/ +3/2q¢
4

= 27?—7r\/§.

Det sokta flodet ar nu

/ A-ﬁdS:—//A-rdeL—i—/ A -ngdC
5 L c

= V2.



Losning 2: Sitt S 1 2 =4 — /22442, 0< 2 < 2samt C : 2> +y?> =4, 0 < 2z < 2 och
L:2=0, 4 <z?+y*<16. Lat V beteckna den volym som S + L + C omsluter. Vi ser att A
ar C' i en omgivning av V och att V- A = 0 inom V. Enligt Gauss’ Sats har vi

// A~f1dS:///V~AdV:0
S+L+C 1%

dér n pekar ut ur V. Av detta erhaller vi att

//A-ﬁdS:—//A'ﬁLdLjL//A-nAch’
s L c

dér ngo pekar nu bort fran z-axeln.

Pa L a&rnpy = —2 och da &r A -ny = 0 ty 2 = 0 pa L. Detta ger nu att

//A-ﬁdS://A-rdeC.
s c

Ytan C ges genom p =2, 0 < 2 <2, 0 < ¢ < 27 i cylinderkoordinater. Parametrisera C' med
ortsvektorn r(¢, z) = 2p + 22 med (¢,z) € D déar D : 0 < 2 <2, 0 < ¢ < 27. Vidare ges A
genom

A 2 . z .
T @t 2pr’ Ty 2pr”
X Z

~

pa C. Observera att rj x r,, = (2¢)

//CA'IdeO://DA@(?b’Z))'(I‘;Xr;)dgzﬁdz

/1, e
2 1

—87r/0 —(4+22)3/2dz
z=2tan6, 0 <0 < 7/4]

™4 (1 4 tan? @)
2 de
7r/0 (1 + tan?§)3/2

w/4
= 27r/ cos 6 do
0

= V2.

= 2p. Vi har nu

—




