
TATA44 Lösningar 12/1/2012.

1.) En enkel räkning ger att ytorna skär varandra då x2 + y2 = 4. Inför cylinderkoordinater.

Parametrisera konen z = 4− ρ där ρ =
√
x2 + y2 med ortsvektorn r(ρ, φ) = ρρ̂+ (4− ρ)ẑ. Sätt

D : 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π. Vi har

r′ρ × r′φ = (ρ̂− ẑ)× (ρφ̂) = ρρ̂+ ρẑ

och den sökta arean är

A =

∫∫
S

dS

=

∫∫
D

|r′ρ × r′φ|dρdφ

=
√

2

∫∫
D

ρdρdφ

=
√

2

∫ 2

0

(∫ 2π

0

ρdφ

)
dρ

= 4
√

2π.

2.) Observera att ∇×A = 0 och då är A ett potentialfält med A = ∇Φ där Φ = xy+xz+ yz.

Kurvans ändpunkter är
1√
2

(−1, 1, 0) (startpunkt) och
1√
2

(1,−1, 0) (slutpunkt). Vi har nu∫
Γ

A · dr = Φ(
1√
2
,− 1√

2
, 0)− Φ(− 1√

2
,

1√
2
, 0) = 0.

3.) Lösning 1: Observera att ∇ ·A = 0. Låt S beteckna den del av ytan x2 + y2 + 2z2 = 3
där z ≥ 0 och x2 + y2 ≤ 1. Lägg till locket L : x2 + y2 ≤ 0, z = 0 och cylindern S1 : x2 + y2 =
1, 0 ≤ z ≤ 1 Då är ytan S+S1 +L sluten. Låt V beteckna den kropp som S+S1 +L omsluter.
Enligt Gauss' Sats har vi ∫∫

S+S1+L

A · n̂dS =

∫∫∫
V

∇ ·AdV = 0,

av vilket vi får att ∫∫
S+S1+L

A · n̂dS = −
∫∫

S1

A · n̂1dS1 −
∫∫

L

A · n̂LdS

där alla normaler pekar ut ur V . Eftersom A = 0 på L ty z = 0 på L, vi har∫∫
S+S1+L

A · n̂dS = −
∫∫

S1

A · n̂1dS1.

Parametrisera S1 med ortsvektorn r(φ, z) = (cosφ, sinφ, z) = ρ̂ + zẑ med 0 ≤ φ ≤ 2π och
0 ≤ z ≤ 1. Vi erhåller r′φ× r′z = ρ̂ och på S1 är A = zρ̂− 2z2ẑ. Med D : 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 1
erhåller vi
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∫∫
S1

A · n̂1dS1 =

∫∫
D

A · (r′φ × r′z)dφdz

=

∫∫
D

(zρ̂− 2z2ẑ) · ρ̂dφdz

=

∫∫
D

zdφdz

= π

och således är �ödet ut genom S ∫∫
S

A · n̂dS = −π.

Lösning 2: I cylinderkoordinater kan man skriva

A = ρ3zρ̂− 2zρ2ẑ

och ytan S : x2+y2+2z2 = 3, z ≥ 0, x2+y2 ≤ 1 kan skrivas som S : ρ2+2z2 = 3, z ≥ 0, ρ ≤ 1.
ortsvektorn för punkter på S är då

r(ρ, φ) = ρρ̂+

√
3− ρ2

√
2

ẑ,

med parameterområdet D : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π, och vi har

r′ρ × r′φ =

(
ρ̂− ρ
√

2
√

3− ρ2
ẑ

)
× (ρ φ̂)

=
ρ2

√
2
√

3− ρ2
ρ̂+ ρ ẑ.

Observera att r′ρ× r′φ har positiv ρ̂-komponent, vilket betyder att n̂ =
r′ρ × r′φ
|r′ρ × r′φ|

pekar bort från

origo. Flödet av A genom S är då

Φ =

∫∫
S

A · n̂ dS

=

∫∫
D

A(r(ρ, φ)) · (r′ρ × r′φ)dρdφ

=

∫∫
D

[
ρ3

√
3− ρ2

√
2

ρ̂− ρ2(3− ρ2)ẑ

]
·

[
ρ2

√
2
√

3− ρ2
ρ̂+ ρ ẑ

]
dρdφ

=

∫ 1

0

(∫ 2π

0

[
3ρ5

2
− 3ρ3

]
dφ

)
dρ

= 2π

∫ 1

0

[
3ρ5

2
− 3ρ3

]
dρ

= −π.
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4.) Vektorfältet är ett potentialfält med potential Φ = r sin2 θ sinφ + C. I punkten (1, 1, 0) är
r =
√

2, θ = π/2, φ = π/4 och i (0, 1, 1) är r =
√

2, θ = π/4, φ = π/2. Således har vi

∫
Γ

A · dr = Φ(
√

2, π/4, π/2)− Φ(
√

2, π/2, π/4)

= 1− 1√
2

5.) En enkel räkning visar att ∇×A = 0 i de punkter där ρ 6= 0. Sätt Γ1 : x2 + y2 = 1 och låt
S beteckna området innanför Γ + Γ1. Enligt Stokes Sats har vi nu∫

Γ+Γ1

A · dr =

∫∫
S

∇×A · n̂dS = 0

där Γ1 genomlöps medurs. Vi har då∫
Γ

A · dr =

∫
Γ1

A · dr

där Γ1 nu genomlöps moturs. På Γ1 är ρ = 1 och då är A = ρ̂. Ortsvektorn för punkter på Γ1

är r(φ) = ρ̂ och vi har

∫
Γ

A · dr =

∫ 2π

0

A · r′(φ)dφ

=

∫ 2π

0

ˆrho · φ̂dφ

= 0.

6.) Parametrisera ytan S : x2 + y2 = z+ 1 genom ortsvektorn (i cylinderkoordinater) r(ρ, φ) =
ρρ̂ + (ρ2 − 1)ẑ. Vi har 0 ≤ z ≤ 3 och y ≥ 0 vilket ger 1 ≤ ρ ≤ 2 och 0 ≤ φ ≤ π. Sätt nu
D : 1 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ π. En standardräkning ger r′ρ × r′φ = −2ρ2ρ̂ + ρẑ. Flödet är nu (med
hänsyn tagen till det faktum att normalen till ytan ska peka bort från z-axeln)

∫∫
S

A · n̂dS =

∫∫
D

A · (r′φ × r′ρ)dρdφ

=

∫∫
D

cos2 φ

ρ
ρ̂ · (2ρ2ρ̂− ρẑ)dρdφ

=

∫∫
D

2ρ cos2 φdρdφ

=

∫ 2

1

(∫ π

0

ρ(1 + cos 2φ)dφ

)
dρ

=
3π

2
.
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