TATA44 Lésningar 10/1/2014.
1.) Sfiren 2 + y* + (2 — 5)? = 25 skiir konen z = 5 + 2y/22 + 2 da 5(z® + y*) = 25 och da

ar 2% + y? = 5. Vi soker arean av S : 2z = 5+ 2v/a2 + 42, 2% + y? < 5 och vi parametriserar S

genom ortsvektorn r(p, ¢) = pp+ (5 +2p) 2 med (p,¢) € Ddir D: 0 < p <5, 0< ¢ < 2.
Vi har

v, X1, = (p+2%) x (po)
=—-2pp+pz.

Arean av S ar nu

A(S) = / /S ds
://D|r;><r'¢ydpd¢
=\/5//Dpd,od¢

V5
= 2\/57r/ pdp
0
= 5v/57.

2.) En standardriikning ger att V- A = 22, Liigg till ytan S; : 2° + 2y* << 1, z = 0. Ytorna
S + S, avgrinsar en kropp V : 2% + 2y* + 222 <1, 2 > 0. Flodet av A ut ur V genom S ér

o = // A -ndS
s
// A -ndS = /// 222 dxdydz.
S+S1 1%

Pa S) dr 2 =0 och 7 = —2 och da #r A -7 = z(2® +y?) = 0 pa Sy, vilket nu ger att

@z//A-ﬁdS
S
:2/// 22dxdydz
1%

Enligt Gauss’ Sats har vi

=[x =rcos¢sinb, y= %sinqﬁsin@, z = %COSO, 0<r<1,0<0<7w/2, 0<¢<2n|
1 2 w/2 2w
:5/ (/ </ r4coszﬁsin0d¢) d9> dr
0 0 0
_ T
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3.) Losning 1: Kurvan I' kan skrivas som I' = T'; 4+ T’y + I's dér

[y:a?+y?P=1, 2=0,2:1—=0, Ty:y*+2°=1,2=0,y:1—0, Ty:2°42°=1,y=0,2:1—0.
Vidare ar

/A-dr: A - dr+ A - dr + A - dr.
T Iy Iy

I's
Pa T sétter vi x = cos¢, y =sing, ¢ : 0 — 7/2 och da &r r(¢) = cos¢px + singy pa I'; och
vi har

/2
[ Air- / A(x(9)) - ()dd

m/
= / sin® ¢ do
0

.
T
Pa T'y sétter vi y = cos¢, z =sing, ¢ : 0 — 7/2 och da dr r(¢) = cospy + sin¢ Z pa I'y
och vi har

/F2 A -dr = /Oﬂ/Q A(r(¢)) -r'(¢)do
/2

- /0 sin? ¢ do

.m
1
Pa ' sétter vi z = cos ¢, © = sing, ¢ : 0 — 7/2 och da &r r(¢) = singz + cosp 2 pa I's
och vi har

/2
A= / A(x(9)) - (6)do
/2

= / sin® ¢ do
0
T
4

Saledes erhaller vi att

/A-dr:3—7r.
I 4

Losning 2: T ir randen till ytan S : 2% 4+y* 4 2® = 1 och genomldps moturs. V x A = 24§+ 2.
Enligt Stokes” Sats kan vi skriva

/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS.
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Eftersom S dr en del av enhetssfiren med centrum i origo kan vi parametrisera S med ortsvek-
torn r(0,¢) =1 dir (0,¢) € Doch D:0<60<w/2, 0<¢ <m/2. Vidare ar

//S(VXA)'ﬁdSZ//D(VXA)'(FéXr;)dﬁdgﬁ

= // (V x A) - (sinfr) dode
D
/2 /2
= / (/ sin f[sin 6 cos ¢ + sin 0 sin ¢ + cos Q]dgb) d¢
0 0
/2 T
= / [2sin? 0 + 3 sin 6 cos 6]d0
0

/2 T
_/ [1—0082@+§Sin9COS9]d9
0

3
1

4.) Om A ér ett potentialfilt da ska A = VO for nagon funktion ®(r, 6, ¢) i det omrade dar
A idr definierat. Vi erhaller da systemet

' =2rsin®f cos’ ¢, @) = (a — 1)r*sin20 cos* ¢, @, = (b+ 2)r*sin? 4 sin 2¢.
Systemet har en 16sning endast om
oy = f,, ‘I);/¢ = ‘%, ‘I’/e,¢ = ‘I)i;)e-
Vilkoret @7, = ®p = ger

4rsin @ cos 6 cos®> ¢ = 2(a — 1)rsin 26 cos® ¢
=4(a — 1)rsinfcosf cos® ¢
som ger a = 2.

Vilkoret &7, = &7 ger

—4rsin® f cos cos ¢ sin ¢ = 2(b + 2)rsin? 6 sin 2¢
= 4(b+ 2)rsin? 0 cos ¢psin ¢
som ger b = —3. Med a = 2, b = —3 &r vilkoret &, = @7, automatiskt uppfyllt. Da har

systemet en l10sning endast om a = 2, b = —3 och saledes &r A = V¢ endast om a = 2, b = —3.
For dessa viarden dr systemet

@) =2rsin®f cos’ ¢, P =r’sin26 cos’p, @, = —r’sin’f sin2¢.

Ekvationen ® = 2rsin®# cos® ¢ ger
® = r?sin? 6 cos’ ¢ + g(0, ¢).
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Insiittning i ®), = r?sin 260 cos® ¢ ger

gp =0
vilket ger

® = r?sin? 0 cos® ¢ + g(¢).

Insiittning i ), = —r?sin” @ sin 2¢ ger

g(¢) =0

och vi erhaller

® = r?sin*fcos’ p + C
dar C' dr en godtycklig konstant.

5.) Vi kan skriva

A=A +A,

med

T Y
24y M Y
En enkel rikning visar att Vx Ay = 01 alla punkter dér 22 +y? # 0. Da har A, en potential i var-
je omrade som inte innehaller punkten (0,0). En enkel rikning visar att ®(z,y) = In /2?2 + y?
ar en potential. Kurvans startpunkt ar (2,0) och slutpunkten &r (—2,0) och kurvan ligger inom
ett omrade dir Ay C! (varje enkelt sammanhiéingande omrade som innehéller kurvan men inte

origo duger t.ex. inom hiistskon som ir omradet mellan kurvorna z* +y* = 1, y > —1/2 och
2* +y* =16,> —1/2). Vi har da

Ay =—yr+ury, Ay= 5 Y-

/A2 cdr = B(—2,0) — B(2,0) = 0.

Saledes ar

/A-dr:/Al-dr.
r r

2 2
Lat I'y vara kurvan —2 < x <2, y = 0. Om D &r omradet % + vy _ 1, y > 0 da har vi enligt

9
Greens formel att

A -dr = / —ydx + xdy
I'+I'; T

:2//da:dy
D

=3

2 2

x
eftersom arean av ellipsen — + ‘Z—Q =1 ar wab. Vi har
a



A1~dr:/ —ydx + xdy = 0
Fl F1

/A-dr:/Al-dr:&r.
r r

eftersom y = 0 pa I'y;. Vi har da

Svar: / A - dr = 67.
r

6.) Vi har

10
V- A=-2 (- Y=o
p O \ p* + 22
i alla punkter dir p? + 2% # 0. Sitt S: 22 +2° +322=16,2>0; S, : 2>+ +2°=1,2> 0
och L:az*+vy*>1, 2*+2y*> < 16,2 = 0 och lat V vara omradet som avgrinsas av S+ S; + L.
Vi har enligt Gauss’ Sats att

// A-ﬁdS_///V-AdV—O

S+S1+L 1%

//A-ﬁdS:/ A-ﬁldsl—}-//A-ﬁLdL
S S1 L

dar n;, = Z och n; pekar bort fran origo. R
Pa Léar A-np, = A -2 =0 eftersom ¢ - 2 = 0. Vidare dr n; = 1 eftersom enhetsnormalen
till en sfar ar r. Vi har r - ¢ = 0 och saledes &r

/ A -n;dS; = 0.
St

q)://A-ﬁdS:O.
s

och saledes ar

Saledes ar det sokta flodet



