TATA44 Lésningar 3/1/2018.

1.) Ytorna z = 2* + y?och 22 + 2y + z = 2 skiir varandra da 2° +y* +22 + 2y =2, d v s da
(z+ 1)+ (y+1)* =4. Sétt D : (x +1)>+ (y + 1)* < 4. Parametrisera S med ortsvektorn
r(z,y) =22 +yy+ (2— 22 —2y)Z med (x,y) € D. En standardrékning ger

X, X T, =2T4+2yy+ 2
av vilket det foljer att

|l x x| =3.
Vi har da

//(x2+y2)dS:// (* +y°) |rl x 1| dady
S D
:3// (z° + y°) dady
D

=[r=—1+pcosp, y=—1+psing, p<2, 0<¢ < 27]

= 3/02 </02ﬂ[p2+2—2pc0s¢—28in¢] d(b) pdp

2
= 67T/ (0> + 2p] dp
0

= 48mr.

24yt L
skar sfaren

2.) Lésning 1: En standardrikning ger V - A = 2(2 + 3?). Ytan 2z =

2 +y?+ 22 =3da 2+ 22 =3. Vi har da att 2> + 22 — 3 = (2 + 3)(2 — 1) = 0 och eftersom
z>0daharviz=1. Sitt Sy : 2 =1, 0 < 2% +y* < 2 och lat V beteckna den kropp som
omslutes av S + 57 Da har vi enligt Gauss’ Sats att

/ A-ﬁdS:///V-AdV
S+51 \%

Observera att 1 Gauss’ Sats pekar alla normaler ut ur kroppen och i synnerhet blirn- 2 <0
pa S. Villkoret n - Z < 0 avser endast normalen till ytan S och inte S;. Normalen till S; &r
n; = Z (och inget annat) eftersom den pekar ut ur kroppen V. Vi far da

/ A-ﬁdS:Z///(x2+y2)dV—/ A -1,dS;.
S v S1
S1 224y2<2

=[r=pcos¢, y=psing, 0< ¢ <27, 0< p< V2

()

= 2.

Vi har



x2+y2

Observera att V' ges av olikheterna < z < 1. Da har vi

1
2///(m2+y2)dV1:2// / (2% + ) d= | dedy
|4 w2y2<e \J2E2
2 212
$2+y2§2 2

= [z = pcos ¢, y = psin @]

V2 27 5
_ 3_ P
=2 [ |5 o)

V2
:27T/ 0°\/2 — p2dp
0
B 4
=5
Saledes ar det sokta flodet ar

//A~ﬁd8:///(:c2+y2)d1/—/ A -1,dS,
S \% S1
47

= ——27
3
27
3
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Lésning 2: Parametrisera ytan S med ortsvektorn r(z,y) =x2+yy+ Yy f dér (z,y) €

D med D : 2%+ y2 < 2 (ytorna skér varandra i z = 1 och vi undersoker ytan S med 0 < z <1
som ger 2° 4+ y* < 2). En standard riikning ger

—x
r, X T, = |~y
1
Vi har dven (efter lite rdkning) att
-ny i z(2® + y*)*]
(x2—2|— 2)2
A(r(z,y)) = |2%y — %
(#* +y7)*
L 2 i

Eftersom vi ska ha n - 2 < 0 da ar sokta flodet



xy2+ ( 2+y)
2 x
2 2\2
D _
(@ + P !
L 2 i
r 2 2 2 2\2 2 2\2
D L

= [z =pcos¢, y=psing, 0<p<V2, 0<¢<2n]

V2 o7 6 2 0 a2 4
:/ (/ 2p* cos? psin? ¢ + p-(cos ¢2 sin” ¢) — %} dgb) pdp
0 o L

:/ﬁ(/% "p4sin22¢+p6c082¢_p_4} dgb) pdp
0 0 2 2 2

/27r [p*(1 — cos 4¢) N p’cos2¢ p_4] d¢) pdp
A 2 2
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Losning 3: Med S : 2z = L

C:22+9y°=2,0<2<1 Ytan S+ S; + C omsluter en kropp V som ges genom olikheterna
22 42

Vi0<z< + Y

for 0 < z <1 (se ovan) sitter vi Sy : 2° +y* <2, z = 0 samt

, 0 < 2?4 y* < 2. Enligt Gauss’ Sats har vi

// A -ndS = ///V AdV—Q///:c—i-y dxdydz.
S+51+C

Eftersom alla normaler ska peka ut ur kroppen V' (enligt Gauss’ Sats), da har normalen till S

en positiv z-komponent (rita figur!) och da ar det sokta flodet — A -ndsS.
s

/ A -n;dS; =0eftersomn; = —2ochdadr A-n; = —([E2 +y2)z =0ty z=0pas.
S1

Vi parametriserar C' med ortsvektorn r(¢, z) = V2cos ¢ & +V/2sin ¢ + 2 2 med (¢, z) € D dér
D:0<¢<2m 0< 2 < 1ochvifar ry(p,2) x rl(p,2) = (—V2singi +V2cospij) x 2 =

\/?lcgosg?i—i—\/isin ¢ 9. D pekar ut ur V' vilket ger ne = (r}(¢, 2) X1 (¢, 2))/|ry (), 2) X1 (9, 2)]
och da &r



//A he dC = / A(x(6,2)) - (€6, 2) x ¥, 2)) dbd

\/§COS¢(251112<;5+2 ) V2 cos ¢
=/ / V2sin¢(2cos’ ¢ — 2%) | - | V2sing | do | dz
0 0 2z 0

2
/ [8 cos? ¢psin? ¢ + 2(cos? ¢ — sin’ ¢)z2] dqb) dz
0
2
/ [2 sin? 2¢ 4 222 cos 2¢} dgb) dz
0

2

[1 — cos4¢ + 22° cos 2gz5] dgb) dz

Sedan har vi

//Vv-Advz2///V(x2+y2)dxdydz
2//D<0
// 2 + %) dady

=[x =pcose, y=psing, 0<p<V2 0<¢<2n]

()

V2
—27r/ P’ dp
0

_87T
==

(z° + y?) dz) dxdy

Av detta far vi att

//A ndsS = // V-AdV — / Anch———27r—2?7r

och det sokta flédet ar nu
/ A -ndS=-——

3.) Losning 1: Standardrékningar ger
VxA=2+7+2x+y)Zz

4



Lat S vara den del av planet 2z + 2y + 2 = 0 som &r innanfér paraboloiden z = 2% + 2.
Planet skiir paraboloiden da 2 + 3? + 22 + 2y = 2 det vill siga, da (z + 1)> + (y + 1) = 4.
Sitt D : (z+ 1)* + (y + 1) < 4. Parametriseraytan z = 2 + 3* med ortsvektorn r(z,y) =
zi+yj+ (2®+y°) 2 Vifar vl xr}, = —20& — 2y + 2. Stokes Sats ger nu (da I' genomlops
moturs sett fran punkten (0,0, 100))

AA-M:/LNxAyﬁ%

= /DV x A(r(z,y)) - (v, x r,) dxdy

= // 0dzxdy
D

=0

Av detta far vi att

/A-dr:O
r

VxA=2+9+2x+y)2

Lat S vara den del av planet 2z + 2y + 2 = 0 som &r innanfér paraboloiden z = 2 + 2.
Planet skiir paraboloiden da 2? + y? 4 22 + 2y = 2 det vill siiga, da (z+ 1)+ (y + 1) = 4. Sétt
D : (z+1)*+(y+1) < 4. Parametrisera planet med ortsvektorn r(z,y) = x &+y §+(2—2x—2y) 2.
Vi far rj, x v}, = 2@ + 29 + 2. Stokes Sats ger nu (da I' genomléps moturs sett fran punkten
(0,0,100))

ﬁA-M:/LWxAyﬁw

//VXA(())@WHQM@

// [4 + 2z + 2y] dzdy

=x=—-1+pcoso, y=—1+psing, 0<p<2 0<¢ < 27|

2 2
— 2 ;
—2/0 </0 p(cosgb—l—smgbdgb)pdp

=0

Losning 2: Standardrdkningar ger

Av detta far vi att

/A-dr:O
r

da ' genomléps medurs sett fran punkten (0,0, 100).
4.) Vi har i sfériska koordinater

1., 4 1
A=VO(rb,¢) =7+ -Dp0 + ——!
\ (T, 7¢) 'rr—i_?n 0 + sin @ ¢>¢



av vilket vi far systemet
22 002
¢/ = 3r’sin”fsin® ¢

®), = 2r° sin 6 cos f sin” ¢

@, = 2r® sin” 0 sin ¢ cos ¢.
En standard rikning ger nu att

®(r,0,¢) = r®sin® O sin’ ¢.

5.) En standard riakning (i cylinderkoordinater) ger V x A = 0 i alla punkter dér p # 0. Lat
I'; vara kurvan I'; : p = 1,2 = 0 och S vara en C'-yta vars rand bestar av I' +T'; (och som inte
skirs av z-axeln). Enligt Stokes” Sats har vi

Al'dr://(VXA)~ﬁdS:O
I'+I'y S

och vi far da att

/Al-dr: A -dr
r 1N

dér bade T" och T'; genoml6ps moturs. Parametrisera I'; med ortsvektorn r(¢) = p med ¢ : 0 —
27 (som motsvarar orienteringen moturs sett fran punkten (0,0,35)). Vi har da

2w
A A -dr = i A(r(¢)) -1'(¢) do
' 2 1 R
= —p+- d
/0 (p20+p ) - ¢do
=27

eftersom p = 1 pa I';. Saledes erhaller vi att

/A-dr:277.
r



6.) I cylinderkoordinater ar vektorfiltet

1 2z
A=—=p+—2
p p?

Ytan #r (i cylinderkoordinater) S : z =2 —p, 0 < ¢ < 27, 1 < p < 2. Parametrisera ytan
genom ortsvektorn

r(p,¢) =pp+(2—p)z
med (p,¢) € Ddar D:0< ¢ <2m, 1< p<2. Viharda

r,Xry=(p—2)Xpp=pp+pZ.
Observera att pa ytan S ar

1. 22-p),

Det sokta flodet ar da

//A nds = / A(r(p,9)) - (v, x ¥})) dpd¢
=/ (/ < p+2(2p—;p)2)-(p/3+pﬁ)d¢)dp
_27r/ - ~——Lap



