TATA44 Lésningar 8/1/2019.

1.) I cylinderkoordinater ir konen z = p och sfiren ir p® 4 2% = 4. Dessa tva ytor skir varandra
da p? = 2, det vill siga da p = V2. Parametrisera S genom ortsvektorn r(p,®) =pp+pz med

N

(p,¢) €D dir D:p< 2, 0< ¢ <2m Vihardar, xrl, = (p+2) x (p9) = —pp+ p2 vilket
ger |r; X r'd)‘ = v/2p. Den sbkta integralen dr da
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2.) En standardriikning ger V- A = 3(2° +y*) +6z eller V- A = 3p°+ 62 i cylinderkoordinater.
I cylinderkoordinater ar S den del av 2z = 2 — p? som &r innanfér z = p. Dessa tva ytor skir
varandra da p®> +p—2=0celler (p+2)(p—1) =0 som ger p =1ty p > 0. Ytan S ges nu av
ekvationen z = 2— p* med p < 1. Parametrisera S med ortsvektorn r(p, ¢) = p p+(2—p?) 2 med
(p,o) e Ddar D:p <1, 0<¢ <2m Lat Sy vara ytan S;: z =1, p <1 och lat V beteckna
den kropp som omslutes av S 4 S;. V' ges av olikheterna 1 < 2 < 2 — pz, p <1, 0<¢ <27,
Da har vi enligt Gauss’ Sats att
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Observera att i Gauss’ Sats pekar alla normaler ut ur kroppen och i synnerhet blirn- 2z > 0
pa S, vilket stimmer 6verens med den angivna flodesriktningen. Normalen till S; &r n; = —2
(och inget annat) eftersom den pekar ut ur kroppen V. Vi far da
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ty S1 ar en cirkelskiva med radie p = 1. Vidare har vi

Vi har
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Det sokta flodet dr da
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3.) En standardrikning ger

V x A=3(2"+y°) 32

Ytorna skiir varandra da 1 —x—y = 3/2—2% 9 vilket ger 2> +3*—2—y = 1/2. Kvadratkomplet-
tering ger (v—1/2)*+(y—1/2)* = 1. Lat S vara den del av planet z+y+z = 1 med (z,y) € D dér
D : (x—1/2)*+(y—1/2)? < 1. Parametrisera S med ortsvektorn r(z,y) = 2 2 +y §+(1—z—y) 2
dédr (z,y) € D. Vi har v}, x r,, = & + § + £ (efter en standardrékning). Stokes Sats ger nu
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[t=1/24 pcos¢, y=1/2+ psing, p<1, 0 < ¢ < 27|
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[ Stokes” Sats maste I genomldpas moturs sett fran (0,0, 17) medan hir ska kurvan genomlépas
medurs. Saledes har vi
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4.) T sfiriska koordinater har vi, for en funktion ®,
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Vektorfiltet A har en potential da A = V® {for nagon funktion ®. Detta ger nu systemet

Vo

@) = 2rcos’fsinfsin® ¢, @y = r?sin’ plcos® § —2sin’ fcosb], P/, = 3r? cos” sin f sin ¢ cos ¢.
Den forsta ekvationen integreras till
® = r? cos? sin 0sin® ¢ + g(0, ).
Insédttning av detta i den tredje ekvationen ger
I

9o = 0
. En inséttning i den andra ekvationen ger
9o =10
. Saledes ges varje potential @ till A av

® = r? cos®sin fsin® ¢ + C

dar C' dr en godtycklig konstant.

5.) Vi har A = A1 + A2 med

X N Yy N x N
Ay =—yr+uay, A= T — .
1=yt A= s i s

/Al-dr:2//dxdy
r D

dir D : 92* + 4y® < 36. Arean av ellipsen 2°/a® + 3?/b® < 1 (med a,b > 0) dr wab. DA har vi
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Vektorfaltet Ao dr singuldrt i origo. Satt

Vi har enligt Greens formel

och
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och lat T'; vara kurvan 2 4+ y? = 1 och lat S vara omradet mellan I' och I';. Enligt Greens
formel har vi
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Hér genomlops Gamma;, medurs da Gamma genomlops moturs (ty Gamma; ligger innanfor
Gamma). Kurvan Gamma, parametriseras da av ortsvektorn r(¢) = p med ¢ : 2r — 0 i plana
polédra koordinater och vektorfiltet Ay ges av Ay = —1/p¢ i plana poldra koordinater. Saledes
har vi
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6.) Losning 1: Ligg till ytan Sy : 2® + 3> + 22 =4, 2 > 0. Ytan S + 5 ir sluten (rita figur!)
och omsluter en kropp V. Enligt Gauss’ Sats har vi
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eftersom A #r av klass C' inom V och V - A = 0. Observera att alla normaler pekar ut ur V.

Da har vi
//A~f1dS:—/ A -n;dS;
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dédr n pekar in mot z-axeln och saledes dr n - Z < 0. For att berdkna
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infor vi sfiriska koordinater. S; parametriseras av ortsvektorn r(6, ¢) = 2t med (0,¢) € D dér
D:0<60<7/2 0<¢<2r Vidare ir ry x r, = (20) x (2sin0 ¢) = 4sin 6t. Vektorfiltet A
ar da

Av detta far vi

L,
A= T—2r
och pa S ar
/ / 1A
A(ry x ry) = b

Vi har nu



// Aas = [ /D A(x(0,6)) - (r) x 1) dbdo
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Eftersom n pekar in mot origo och n - 2 < 0 da ar det sokta flodet
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Losning 2: Ytan S ar 2 = 2—+/2%2 + 32, 2 > 0. Definiera ytan S, : 2 = 2—+/22 + y2, 2 > ¢

med € > 0. D& definierar vi
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A har en singularitet i (0,0, 0) vilket medf6r att man inte kan tillimpa Gauss’ Sats pa omradet
mellan S och xy-planet. Diremot kan man tillaimpa Gauss’ Sats pa omradet mellan S, och
planet z = e for e > 0. Till S, lagger vi till L, : \/22+y?> <2 —¢€, z =€ med € > 0. Definiera
V. som omslutes av S, + L.. En standard rékning visar att V- A = 0 i hela V.. Enligt Gauss’

Sats har vi da
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Pa L. &r normalen n; = —Z eftersom normalerna till alla ytorna ska peka ut ur V.. Detta ger
att

av vilket vi erhéaller
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eftersom z = € pa L. och da har vi att



//A~ﬁdS€:—/ A -njpdL.
Se Le

/ / ‘ dud
= T
224y2<(2—¢€)2 ($2 + y2 + €2>3/2 Y

= [t =pcosd, y = psing; 0< ¢ < 2m, p<2—¢

2—e 27 €
-/ (/ CETRRE d¢> pp
2—e
B p
- 27re/0 —(p2 Ty dp
1 2—e
= 27e [—

VPP +e)
-7
=27 | - — —————
€ 4+ 2€2 — 4e

2me

VA + 22 — de

0

Nu erhaller vi att
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Lo6sning 3: Till ytan S ligger man ytorna L : 1 < 2 +y? <4, 2=0o0ch C: 2?4+ ¢y*+2° =
1, 2> 0. Inom det omrade V som S + L + C omsluter rader V- A = 0 och A #r av klass C.
Da har vi enligt Gauss’ Sats att
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av vilket det foljer att
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Pa L ar ny, = —2 vilket ger A -nj; = — = 0 eftersom z = 0 pa L. Saledes ar

(1.2+y2+22>3/2
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Observera att alla normaler pekar ut ur V. For att berdkna integralen éver C' ar det lampligt
att infora sferiska koordinater. Vi parametriserar C' med ortsvektorn r(6, ¢) = r med (0, ¢) € D
dir D:0<60<7/2, 0<¢ < 2. Vidare har vi rj x r; = sin 6. | sfiriska koordinater har vi

1 .
att A = —mathbfr. Vi har da (eftersom fic pekar ut ur V och in mot origo)
r
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D3 ar det sokta flodet
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