TATA44 Loésningar 26,/10/2012.

1.) Lésning 1: Konen 2z = /22 4 42 skiir sfiren 22+ + (z —5)* = 25 da 42> + (2 — 5)* = 25
och enkla riikningar ger nu z* — 2z = 0 some ger z(z — 2) = 0 och vi ser att z = 0 eller z = 2.
Observera att punkter pa sfiren med z = 2 ligger under sfarens ekvator, och planet z = 2 delar
sfiren i tva delar: S : 2” +y* + (2 —5)> =25, 2 >20ch Sy : 2 +y* + (2 —5)* =25, 0< 2 < 2.
Arean av S + 5] #r arean av sfiren, som #r 1007 (arean av en sfir med radie R ir 47 R?) och
saledes ar

A(S) = 100w — A(Sy)

dar A(S) och A(Sy) betecknar arean av S resp. Sy. Forst berdknar vi A(S7). Vi parametriserar
S1 med ortsvektorn i cylinderkoordinater (observera att hér har vi z =5 — /25 — 22 — ?):

r(p,¢) = pp+ (5 — /25— p?)2

med (p,¢) € D dér D:0<p <4, 0<¢ <2r. Vidare har vi
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Av detta foljer att den sokta arean A(S) ar

A(S) = 1007 — 207 = 80r.
Svar: Den sokta arean dr A(S) = 80r.

Losning 2: Konen 22 = /22 + y2 skiir sfiren 2% + y* + (2 — 5)* = 25 da 42° + (2 — 5)* = 25
och enkla riikningar ger nu z* — 2z = 0 some ger z(z — 2) = 0 och vi ser att z = 0 eller z = 2.
Eftersom sfirens radie dr 5 da ser vi att ytan S dr den del av sfiren z° + 3?4+ (2 — 5)* = 25
for vilken 2 < z < 10. Nu sitter vi p = /22 4+ 92, och pa sfiren har vi p* + (z — 5)% = 25
vilket ger p = v/ 10z — 22 (efter lite algebraisk manipulering av uttrycken)-observera att p > 0,
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varfor vi tar den positiva kvadratroten. I cylinder koordinater parametriserar vi ytan S genom
ortsvektorn

r(¢,2) =V10z —22p+ 22

med (¢,2) € D dér D : 0 < ¢ < 2w, 2 <z <10. den sokta arean ar nu

A://dS:// xly x v |dpdz.
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Vi har

och av detta har vi att
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= 80m.

Losning 3: Konen 2z = /22 + 92 skir sfiren 2° + y* + (2 — 5)% = 25 da 42° + (z — 5)* = 25
och enkla riikningar ger nu z* — 2z = 0 some ger z(z — 2) = 0 och vi ser att z = 0 eller z = 2.
Eftersom sfiirens radie #r 5 di ser vi att ytan S ir den del av sfiren 2 +y* + (2 — 5)? = 25 for
vilken 2 < z < 10. Infor sfiriska koordinater: x = 5cos¢sinf, y = 5sin¢sinf, z =5+ 5cos 6.
Vivet att 2 <2< 10. Nar 2z =10da d&r § = 0. Nidr 2 = 2 da ar

54 5cosf =2,

vilket ger

cosf = —§
5

och da &r 6 = arccos(—3/5) da z = 2 (kom ihag att 6 € [0, 7] och da &r 7/2 < arccos(—3/5) <
m). Satt nu D : 0 < ¢ < 2w, 0 <6 < arccos(—3/5). Vi parametriserar S genom ortsvektorn

r(0,¢) =5cospsinfz + 5singy + (5 + 5cosh) 2
med (0, ¢) € D. Standardrikningar ger
ry =50, rj=>5sin0¢
(se Formelbladet). Vi erhaller nu
ry x r), = 25sin0(0 x @) = 25sin O 7.

Den sokta arean ir nu
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2.) En standardrikning ger att V- A = 2 + 2y° + 322 Ligg till tre sidoytor S; : 2 + 2y? <<
1, 2,y >0,2=0; Sy:20°+322<1, y,2>0,2=0,5:224+32>°<1, 2,2>0,y =0.
Ytorna S+S; 4 S,+ S5 avgrinsar en kropp V : 224-2y*+32? < 1, x,y, 2z > 0. Enhetsnormalerna
(ut ur V till Sy, Sy, S3 ar —2, —2, —y. Flodet av A ut ur V' genom S; &r

CI)IZ/ Aﬁ1d5'1:0
St

ty A-fy = —A - 2 = —z2% = 0 eftersom z = 0 pa S;. Liknande berikningar pa S, och Ss ger
att

/ A . ﬁQdSQ - O, / A . ﬁgng - O
SQ SB

Enligt Gauss’ Sats har vi
// A-ﬁdS:// V-AdV,
S+S51+52+S3 1%

och eftersom flédena ut ur V genom 57, S, S3 dr noll, sa erhaller vi att flodet & av A genom

S och ut ur V' ges genom
://A-ﬁdS:// V-AdV.
S v

// x? + 2% + 322 )dwdydz

sin¢sinf, z =

Vi har

=[x =rcos¢sinb, y=— d cosf, 0<r<1,0<0<7/2,0<¢<m/2|
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3.) Enligt Stokes’ Sats sa har vi

/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS.

VxA=zz—yy.

En enkel rikning ger att

Parametrisera S med ortsvektorn

r(0,0) =7
med (0,¢) € Ddiar D:0<6<w/2, 0<¢ <r/2. En standarrdkning ger

/ /A ~
ry X Ty = sinor.

Observera att 7 = cos¢sinfx + singsinfy + cosf Z och att pa S &r A = cos¢psinfz —
sin ¢ sin @ y. Da har vi att

/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS

- // (V % A) - (r x 1) d9do
D

= // (cos¢sinf & — sin ¢ sin 0 g) - (sin O7)dOdp
D

= // sin® (cos® ¢ — sin® ¢)dfd¢p eftersom 7 = cos¢sinf 2 + singsin @ + cosd 2
D

= // sin® 0 cos 26d0d ¢
D
w/2 w/2
= (/ sin® 9d9> (/ CoS 2¢d0>
0 0

= 0.

4.) Om A é&r ett potentialfilt da ska A = V& for nagon funktion ® i det omrade diar A ar
definierat. En potential finns da om V x A = 0 i detta omrade. Vi erhaller

VxA=[c—1z+6(1=-0ylt+(a—c)yg+ (1 —a)z 2
och for att V x A =01 ett omrade da maste a = c =1, b = 1. For dessa virden har vi
A = (day +y2)i + (202 + 22 + 6y2)) + (3 + 2y)2,
och med A = V& da har vi
P, =day +yz, ¢, = 2207 + 2z + 6yz, @, =3y* + 1y.

Ekvationen ®, = 4zy+yz ger ® = 22%y+ryz+g(y, ). Insittning av detta i D, = 22° +x2+6y2
ger g,(y, z) = 6yz vilket ger g(y,2) = 3y*z + h(z). Da har vi



® = 22%y + zyz + 3y°z + h(2).
Insittning i ®, = 3y + a2y ger h'(2) = 0 vilket nu ger att

O = 22y +ayz + 3’2+ C
dar C ar en godtycklig konstant.

0
5.) Vektorfaltet A dr ett potentialfilt: A = V® med potential ®(r, 0, ¢) = %Y P4 kurvan T

,
har dndpunkter i (v/2,v/2,0) i zy-planet och (0,0,2) pa z-axeln. Startpunkten ir (v/2,v/2,0)
som har sfiriska koordinater (r,0, ¢) = (2, 7/2,7/4) och slutpunkten ar (0,0, 2) som har sfiriska
koordinater (7,6, ¢) = (2,0,7/4) och vi har da

/A ~dr = 9(2,0,7/4) — ®(2,7/2,7/4) = %

6.) Losning 1: Parametrisera S genom ortsvektorn (i cylinder koordinater):

R 4—p?,
r(p,d) =pp+ 5%

med (p,¢) € D dir D:0 < p <2, 0p <27 Pa S har vi (i cylinderkoordinater)

A=¢+z2i=¢+ Y "2

Observera att

voxr = p— —L 2| x (pd) = — L p+ 2.
L X T <p Ny (p9) p+p

Flodet ut genom S ar
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(Och flédet in genom S &r —8m/3).

Lo6sning 2: Observera att A ir singulirt pa z-axeln. Lat S, vara ytan o2 +y°+42% = 1, 22 +y* >
2

€% och liagg till S, cylindern C, : 2* + > = €%, 0 < 2 < och skivan S; : €2 < 2? + ¢ <
4, z = 0. Lat V. vara den kropp som begransas av ytorna S, + S1 + C.. Vi definierar nu det

sokta flodet som
@z//A~ﬁdS:hm// A - ndS.
s e—0 S.

// A-ﬁdS:///V-AdV
e+Sl+Ce €

eftersom A ir ett C'-filt inom V. och i en omgivning av V.. Observera att alla normaler pekar
ut ur V_.

Enligt Gauss’ Sats har vi

Integralen // A -ndS : hir ar n = —2 vilket ger att A-n=—A -2 = —2z =0 eftersom z =0
5
pa Si. Saledes har vi

/ A -ndS =0.
S1

Integralen / A - ndS : hir parametriserar vi ytan genom ortsvektorn r(¢,z) = ecos¢ +
Ce

esingy +zzmed (¢,2) € Ddiar D:0< ¢ <2m, 0<2z<V4—¢2/2 Vihardar, xr, =
€cos T + esin ¢ . Da dr (observera att n pekar in mot z-axeln)

//CA-ﬁdS:—//DA-(r;)xr’z)dgbdz

= —// (—sin ¢z + cos ¢y + 22) - (ecos ¢ T + esin ¢ y)dpdz
D
= 0.

Av detta foljer att

/ A-ﬁdS:/// V- AdV.
Se €

Inom V, ar V- A =1 och da ar
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Observera att A &r singuléirt pa z-axeln. Om man uttrycker A i cylinderkoordinater, da erhaller
man

Nu erhéaller vi

Az(ﬁ—irzé

som inte ser ut att ha nagra singulariteter alls. Men det finns ett problem med att definiera (/5
i punkter pa z-axeln eftersom ¢ dr inte entydigt definierat i dessa punkter och det ér i denna
bemirkelse att A inte dr definierat pa z-axeln.



