TATA44 Lésningar 10/1/2015.

1.) Planet skiir paraboloiden da z* + y* + 2r + 2y = 1, vilket ger (z + 1)* + (y + 1)* = 3.
I de punkter som #r innanfér paraboloiden z = 22 4+ y? ar z > 2% 4+ 2, och i de punkter pa
planet 2z 4+ 2y + z = 1 som #r innanfér paraboloiden har vi z = 1 — 2z — 2y > z° + 9~
Av detta foljer att 2° + 27 + y* + 2y < 1 och séiledes &r (v + 1)* + (y + 1)* < 3. Definiera
D : (x+1)>+ (y+1)* < 3. Da soker vi arean av ytan S : 22+ 2y + 2z = 1, (v,y) € D.

Parametrisera ytan S genom ortsvektorn r(z,y) =xz +yg+ (1 — 2z —2y) 2, (x,y) € D. Vi
har v}, x v}, = (& — 22) x (§ — 22) = 22 + 2y + 2. Den s¢kta arean &r da
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eftersom / / dxdy ar arean av omradet D, som &r en cirkelskiva med radie V3.
D

2.) Observera att V- A = 2% + ¢y + /22 +y2 och att A #r C! verallt. Sitt S : 2z = 1 —
Va2 +y2z>0o0ch Sy :2=0, 22 +9* < 1. Vidare lat V beteckna den kropp som avgrinsas
av ytorna S, S;. Da definieras V' genom olikheterna 0 < z < 1 — /22 + 12, 2% +? < 1. Enligt

Gauss’ Sats har vi
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déar enhetsnormalen n pekar ut ur V. Saledes ar det sokta flodet
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For Sl ar le = —Z och
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eftersom z = 0 pa Sy. Saledes &r

//SA-ﬁdS—///VV~AdV.

Vi har nu
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=[x=rcosg, y=rsing, 0<r <1, 0<¢ < 27]
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D4 har vi att det sokta flodet ar
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3.) En standardrikning ger att V x A = 4xy Z2. Kurvan I' &r randen till ytan S : x4+ y + 2z =
1, x,y,z < 0. Enligt Stokes sats har vi nu att
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dér normalen n till S pekar i samma riktning som r da I' genomléps fran punkten (1,0, 0) till
(0,1,0) och sedan till (0,0,1) och till slut till (1,0,0) . Parametrisera S genom ortsvektorn
r(z,y) =2t +yyg+(1—z—y)Zmed (z,y) e Ddar D:z+y <1, z,y > 0. Observera att
r,, X ¥y =&+ ¢+ 2. Vi har nu
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4.) A dr ett potentialfilt endast om A = V& for nagon funktion ®(x,y, z). D4 maste vi ha

O =2+ 2wy +2, O, =2yz+ fz,2), P, =y’ +222+2y+ux

Vi ser att @7, = @7 For att en 1osning till detta system av partiella differentialequationer ska
existera maste dven @), = &y och @, = @7 . Detta medfor att

2v=f,, 2y+fl=2y+2
vilket ger

fi=2x, fl=2.

Den forsta ekvationen ger f(z,z) = 2°+g(z) och insiittning i den andra ekvationen ger ¢'(z) = 2
och da far vi att f(z, z) = 2°4+22+C med C = en godtycklig konstant. Vidare maste f(0,0) = 0
vilket ger C'= 0 och da ar

fz,2) =2° + 22,
I detta fall ar

A=(+20y+2)0+ (@2 +2yz+22)9+ (v + 222+ 2y +2) 2.
Med A = V® far vi systemet
O, =2+ 2y 42, O, =a+2yz+2z, P, =y 4222+ 2+
Ekvationen ®' = 2% + 22y + 2z ger
® = 2%y + 22 + 22 + h(y, 2).
Insittning av denna funktion i <I>;/ = 22 4+ 2yz + 22 ger
!/
b, (y, 2) = 2yz + 2z
vilket ger h(y,z) = y°z + 2yz + k(2) och vi har da
® =2y + 2z + 12 + vtz + 2yz + k(2).
Insiittning i ®, = y* + 222 + 2y + 2 ger nu
K'(z)=0
och vi far

O =2’y +xz+ a2t +yPe+2y2+C
ddr C' dr en godtycklig konstant.

5.) Losning 1:En standardrikning ger

VxA=0

i alla punkter dir z* + ¢* # 0. Lat I'; vara kurvan 2® +¢y*> = 1, 2z = 4. Kurvan I' 4+ I’y utgor
randen till en yta S med S : 2% +y* > 1, 22% + 3y* < 4, z = 4. Enligt Stokes Sats har vi
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och av detta foljer att
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ddr T' och T’y genomléps i samma positiva riktning (moturs: observera att S ska ligga till
vanster om genomlopningsriktningen for att Stokes’ Sats ska gilla; hiar kan man vélja moturs
for I'y vilket innebér att I' genomléps medurs). Pa I'y &r p = 1,. Vi parametriserar I'; genom
ortsvektorn r(¢) = cos @ &+sin ¢ j+42 med 0 < ¢ < 27. Obervera att r'(¢) = —sin @ & +cos ¢ §
och att pa I'; &r A = (cos® ¢ — sin® ¢) & + 2 cos ¢ sin ¢ .
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= 0.
Saledes har vi
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Losning 2: Med x = pcos ¢, y = psin ¢ kan man skriva A som

A = %[Cosgbﬁ—i-singzﬁgzg]

och man erhaller (med definitionen av V x A i cylinderkoordinater)
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i alla punkter dér p # 0. Ersdtt som ovan kurvan I' med kurvan I'y : p = 1,2 = 4 med
ortsvektorn r(¢) = p + 42. Med hjilp av Stokes’ Sats har vi (som ovan)
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6.) Losning 1: Vektorfiltet kan skrivas som

z

A=p-
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i cylinderkoordinater (p, ¢, z). Ytan ges nu genom ekvationen S : z = 4 — p?, 2 < p < 4 och vi
parametriserar S genom ortsvektorn r(p, ¢) = pp + (4 — Pz, (p,¢) € Ddar D V2 < p <
2, 0< ¢ <2m Viharr), xry = (p—2p2) x (p¢) = 2p* p+ p 2. Observera att vilkoret n-2 > 0
ska uppfyllas. Vi har
P r, X,
I, o]

och kravet n - 2 > 0 medfor att vi maste ha
4o r, X T}

EEE

eftersom r/, X ¥y = 2p° p+ p 2 har positiv z-komponent. Det sokta flodet ir da
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= 47?/ (3p — 4)dp
V2
= 4V/2m.

Losning 2: Vi har, med
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i cylinderkoordinater (p, ¢, z), att



VoA=L {§p< )+%(—z)] —0

i alla punkter dir p # 0. Lat S vara ytan S : 2 =4 — p? och S; : V2 < p < 2, z = 0 samt
C:p=+2,0<2z<2 OmV betecknar den kropp som ytan S + S; + C omsluter, d& har vi

enligt Gauss’ Sats att
// A-ﬁdS:// V-AdV =0
S+S1+C Vv

dér alla normaler pekar ut fran V' och darmed ar flodet ut genom S i riktning n med n- 2 > 0.
Observera att A #r C' pa V och i nagon omgivning av V och att V- A = 0 pa V. Saledes ir

det sokta flodet
/ A-ﬁdS:—//A-ﬁldS—//A-ﬁch
s S c

Pa Sy drn; = —Zoch A-ny =—z/p =0ty z=0 pa S;. Saledes har vi att det sokta flodet ar
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dir ne pekar nu in mot V och bort fran z—axeln. Vi parametriserar C' genom ortsvektorn
r(¢,2) = V2p+z22med (p,z) e Ddar D : 0 < ¢ < 21, 0 < 2 < 2. Vi har 1y x v}, =
V2¢ x 2 =+/2p. Vi har da

//Ancd(J //A - (r x 1) dgdz
- <p__z)-(x/§ﬁ)d¢dz
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= 4V/27.

Anmairkning: Det &r ett principfel att tillimpa Gauss’ sats pa hela omradet 0 < 2z <
4 — (2® +9?), 0 < z < 2 eftersom A ir singuléirt dir, och da giller inte Gauss’ sats.



