TATA44 Loésningar 28/10/2016.

1.) Losning 1: Planet » = 1 skiir sfiren z? 4+ 3* + 2? = 4 da 2* + y* = 3. Infor sfiriska
koordinater: x = rsinflcos ¢, y = rsinfsin¢, z = rcosf. Pa sfaren dr r = 2 och z = 1 och
med z = rcosf far vi att 2cosf = 1 som i sin tur ger cosf = 1/2, av vilket det foljer att
0=m/3ty0<0<7m.Satt D:0<0<7/3, 0<¢ < 2.
) Parametrisera ytan S genom ortsvektorn r(6,¢) = 2t, (6,¢) € D. Vi har ry x rjy =
20 x (2sinf ¢) = 4sin Ot och areamattet ar dS = ’r’e X r;s| df d¢. Vidare ar 2% + y* = 4sin® 6.
Den sokta integralen ar da
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Losning 2: I cylinderkoordinater &r sfiren p® + 2> = 4 och var yta dr S : p* + 22 =4, 1 <
z < 2. Planet skir sfiren i 2 = 1 och da ar p = V/3. Parametrisera ytan genom ortsvektorn
r(p,¢) = pp+ /4—p?med (p,¢) € Ddir D:p<+3, 0<¢<2m. Observera att T, X 1) =

2
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Integralen &r nu
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2.) Lésning 1: Ytorna z = 2°+y® och 2z = 2— /2 + y2 skiir varandra da 2% +y* = 2—+/22 + 42
vilket ger, med p = /22 + 42, p*+p—2=0. Daéir (p+2)(p—1) = 0 vilket ger p = 1 ty p > 0:



ytorna skir varandra da z = 1 och da #r ytan S : z = 2% + ¢?, 2® + y* < 1. Vi parametriserar
S genom ortsvektorn r(z,y) = 22 +y9 + (2> +y*) 2 med (z,y) € D dir D : 2® +3* < 1.
Observera att vi har da

v, X T, = (T4+202) x (§+2y2) =202 —2yy+ %
Det sokta flodet ar da
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Losning 2: En variant av Losning 1 dr att sdtta in cylinderkoordinater fran borjan: ytan z =
2 +y*med 0 < z < 1gesnuav z = p?, p < 1. Ortsvektorn for denna yta ir r(p, ¢) = pp+p° 2
med (p,¢) € Ddéar D:p <1, 0 < ¢ <2r. Pa ytan har vi
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A(r(p, ) = p®cos psin® ¢ + p*sin ¢ cos® ¢ + p° 2.

Observera att p- & = cos¢, p-2 = 0. Vi har dven 1), x 1}y = —2p% p+ p2. Da har vi att det
sokta flodet ar



//A fdS = //A r(p, ) - (t), x r) dpdg
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L&sning 3: Som ovan: ytorna skir varandra da z = 1. Observera att V - A = 2% + y* 4 327
och att A ar C' dverallt. Sitt S : 2 = 22 + 4% och S; : z = 1, 2* +3* < 1. Vidare lat

V' beteckna den kropp som avgrinsas av ytorna S,S;. Da definieras V' genom olikheterna
r? +9* <2 <1, 22 +4? < 1. Enligt Gauss’ Sats har vi

/ A-fldS:// V-AdV
S+51 \%

dér enhetsnormalen n pekar ut ur V. Da har vi

//A-fldS:// V-AdV—/ A -n,dS;.
S \% S1

For S; & ny = 2 och vi far
/ A'ﬁldSlz//dxdy:ﬂ
S D

eftersom z = 1 pa S; och S; ar enhetscirkelskivan. Saledes &r

//SA-ﬁdS:///VV-AdV—W.

Vi har nu



// V- AdV = /// dzdydz
//2+y2<1 (/2+y (#° 44" + 3 )d2> dady

:// (1’ +y)z+z}z;2+2d:)jdy
z24y2<1

// [2* + " = (a® +¢°)" = (&% +¢*)° + 1] dady
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=[x =pcosp, y=psing, 0<p<1, 0<¢ < 27]
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och vi far

/ A ndS———

I denna kalkyl pekar alla normaler ut ur V. Vi ska ha flodet i den riktning som bestims av
n- 2z >0, med man har n- 2 < 0 med Gauss’ Sats. Saledes ar det sokta flodet

T
_ A-hdS = -
JfAmas =55

Losning 4: Som ovan, ytorna skiir varandra da 2 4+ y* = 2 — /22 + 42 vilket ger z = 1. Siitt
S :z=2a2%+y* 0 < z < 1. Ligg till foljande ytor: cylindern C : 2 +¢y*> =1, 0 < 2 < 1
och cirkelskivan L : 2*> +¢y*> < 1, z = 0. Ytorna S + C + L omslutar en kropp V : 0 < z <
2 4+ y?, 2® +y* < 1. Enligt Gauss’ Sats giller att

// A-ﬁdS:///V-AdV
S+C+L 1%

och alla normaler pekar ut ur kroppen V', vilket betyder att normalen till S uppfyller kravet
n -z > 0. Det sokta flédet ar da

_//SA.ﬁds_///Vv.AdV_//CA~ﬁch—//LA-ﬁLdL.

Pa L dr z = 0 och ny, = —2 vilket ger att A -ny = —23=0.

Cylindern C' parametrlseras genom ortsvektorn r(¢, z) = p+z2med (¢,2) € Ddiar D : 0 <
¢ <2m, 0<z<1. Vihar r¢><r = gbxz poch pa C dr A = cos ¢sin® ¢ &+sin ¢ cos® ¢ 42> 2
i cylinderkoordinater. Observera att p- & = cos¢, p -y = sin¢. Vi har da (efter lite arbete)

A - (r), x 1)) = 2cos” ¢sin® ¢
pa C. Da ar



//Anch’ //A (6,2)) - (r), x 1) ddz
_2/0 (/0 cos ¢sm2¢d¢) dz
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Vidare ar

// VoAdV = /// 2® + y* + 32%)dxdydz
//2+y2<1 (/0 (a” +y +322)dz> dady

// 93 2 4 y?)? +(:B2—|—y2)3] dxdy
z24+y2<1
=[x =pcosp, y=pcosp 0<p<1,0<¢<2r]
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Av detta foljer att det sokta flodet &r
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3.) Losning 1: Ytorna skiir varandra da z = 2°+5* = 2—/22 + 32 som, med p = /22 + y2, ger
ekvationen p*+p—2 = (p+2)(p—1) = 0. Da &r p = 1 och siledes ér z = 1. Detta ger att kurvan
[ #r kurvan 22 +9® = 1, z = 1. Parametrisera I genom ortsvektorn r(¢) = cos ¢ & +sin ¢ § + 2.
PaT ar

A = —sin® ¢ i + cos® ¢ + cos psin ¢ 2.

Vi far nu



/A dr—/ A(r(¢)) - T'(¢) do

or | —sin® [0) —sin ¢
/

cos® ¢ - | coso | do
cos ¢ sin ¢ 0
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— / [cos* ¢ + sin* ¢] dop
0
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= / [(cos® ¢ + sin® ¢)? — 2sin” ¢ cos® @] do
0
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Losning 2: En standardrikning ger att V x A = 22 —y §+3(2® +y*) 2. Kurvan I ir randen
till ytan S : 20 +2y+2 =1, 2z > 2*+y> Som ovan, ytorna z = 22 +1? och 22 + 1?4+ 2% = 2 skiir
varandra da z = 1 vilket ger 2> + 2 —2 = (2 +2)(z — 1) = 0. Vi erhéller z = 1 eftersom kurvan
ligger dven pa z = ° +y* > 0. Lat S vara ytan 2° +9*> <1, z=1och D : (z,y) : 2° +¢y* < 1.
Parametrisera S med ortsvektorn r(x,y) = & +yy + 2 med (x,y) € D. En enkel rdkning ger
r, X r, = 2. Enligt Stokes’ Sats har vi nu att

/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS

= /D(V X A(r(z,y)) - (r), x r}) dedy

://(x;z-—yg+3(x2+y2)z)-zd:cdy

—3// 2% + %) dwdy

=[x = pcos¢, y = psin ]
= 3// p*dpdp dir omradet E definieras som E:p <1, 0< ¢ <27
E

1 27
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1
—67T/ 02 dp
0

_37r
=5



Losning 3: Som i den forsta 16sningen far man att ytorna skir varandra da z = 1. Kurvan I ar
randen till den del av sfiren 2% +y? + 22 = 2 for vilken 2 < 1. Sitt S : 2 +y°+ 22 =2, 1 < 2 <
V2. Parametrisera S med ortsvektorn (i sfiriska koordinater) r(6, ¢) = v/2t med (6,¢) € D
dir D :0 <6 <7w/4, 0 < ¢ < 2m. Grénserna for 6 fas sa hir: da z = 1 4r z = V2cosf =1i
sfiriska koordinater, vilket ger cosf = 1/\/5 Eftersom 0 < 0 < 7 sa maste § = 7 /4 for z = 1.
En enkel rédkning ger ry x rj, = 2sinft. Vi far , som ovan, att

VxA=xi—yg+3x*+y%) 2
Observera att

r-z=sinfcos¢p, r-y=-sinfsing, 1-2=cosl

vilket ger att pa S &r (efter lite arbete)

(V x A(r(0,9)) - (ry x ;) = 2v/2sin® 0 cos 2¢ + 12sin® 0 cos 6.
Enligt Stokes’ Sats har vi nu att

/FA-dr://S(vXA).ﬁds

— [[ (v x Aw(o.0) - (5 x x3) dvao
7rD/4 2
= / (/ [2\/§ sin® @ cos 2¢ + 12sin® 6 cos 6] dgb) do
0 0

w/4
=247 / sin® @ cos 6 df
0

= 6m [Sin4 9} g/ 4
s
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Losning 4: Man kan dven uppfatta I' som grinsen till ytan S : 2z = 2® +¢% 0 < 2z < 1. 1
detta fallet parametriseras S genom ortsvektorn r(p, ¢) = pp+ p® 2 i cylinderkoordinater med
(p.¢) €DdirD:0<p<1,0<¢<2m Vihardar, xry = (p+2p2) x (pd) = —2p" p+p .
Denna vektor har positiv z-komponent. Observera att

~

p-r=cos¢, p-y=sing, p
Vi erhaller som ovan V x A = 22 — y ¢ + 3(2* +9?) 2 = p(cos ¢ & — sin ¢ ) + 3p* 2 och pa S
har vi (efter lite arbete)

-2 =0.

V x A(r(p,¢)) - (x), x r})) = p* [3 — 2cos 2¢).
Enligt Stokes’” Sats har vi da



/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS

_ //D (V % A(r(p,8)) - (t) x 1) dBdo

:/01(/0 p3[3—2cos2¢]d¢>dp
1
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4.) Losning 1: Ingen riktning anges och da ska man vilja sjilv vilken riktning kurvan ska
ha. Kurvan har tva d&ndpunkter och da ska man sjilv vélja vilken &r startpunkten och da blir

den andra punkten slutpunkten. A ir ett potentialfilt: ty med A = V& for nagon funktion
O(x,y,z) ar

O = 2wy’ 4 62z, P =22’y +22°, P, =327 +4yz.

En standard rikning ger

O(x,y, 2) = 2%y + 30?2 + 2922 + C
dar C' dr en godtycklig konstant.
Planet y — 2z = 0 skiir 2° +2y2 + 322 = 10da 2 +5y> = 10. For x = 0 éir da y = +v2
och kurvan I' har dndpunkterna i (0,—v/2, —v/2) och (0,v2,v/2). Med (0, —v/2, —v/2) som
startpunkt och (0,v/2,v/2) som slutpunkt pa I har vi nu att

/A~dr:@(o,x/i,\/i)—cb(o,—f,—x/i)=8x/§

L&sning 2: Man kan parametrisera kurvan s hiir: insittning av y —z = 01 2° +2y* + 322 = 10
ger 22 +5y* = 10. Da sitter man = V10 cos ¢, y = V2 sin O, z = V2 sin ¢. Eftersom = > 0 sa
maste cos ¢ > 0 vilket ger att —m < ¢ < /2. V&lj ¢ : —71/2 — 7/2 (for att véilja en riktning).
Vi far da

r(¢) = V10cos ¢ & + v2sin g + V2sin ¢ 2.
Vi har da (efter lite algebra)

w/2
/F A= [ AG(0)¥(0) do

w/2
= / [8v/2 cos ¢ + 22v/2 cos® ¢ + 40 cos® ¢ sin ¢ — 56v/2 cos ¢ sin? ¢ — 40 cos ¢ sin® @] dg

—7/2

= 8V2.

Losning 3: En enkel rikning visar att V x A = 0 och eftersom A &r kontinuerligt deriverbart
overallt, si ir kurvintegralen oberoende av viigen. Planet y — z = 0 skir 2% + 2y + 32% = 10



da 22 + 5y* = 10. For « = 0 har vi d& att y = £v/2. Kurvans start- och slutpunkterna &r
alltsa (0, —v/2, —v/2) och (0,v2,v/2). Lat (0, —v/2, —v/2) vara startpunkten. Lat I'; vara den
rata linje som borjar i (0,—\/_, —\/§) och slutar i (0, V2,4/2). Vi parametrisera I'y genom
ortsvektorn

r(t)= |t|, t:—vV2—Vv2

Eftersom kurvintegraler for A &r oberoende av vigen sa har vi

/A-dr: A -dr
r T

\/5
- / A(r(t)) -/ (t) dt
s

/ﬂ {o, 2t2] 0
AR )
V2
=6 / 2 dt
)
V2
=12 / 2 dt
0

= 8v/2.

5.) Losning 1: T denna uppgift angavs inte hur man ska forstd moturs—uppifran eller ner-
ifran planet. Har véljer jag moturs sett uppifrant.ex. sett fran punkten (0,0,17). Svaret En
standardrikning ger

VxA=0

i alla punkter dir 2 4+ y* # 0. Lat T'; vara kurvan 2 + 4% = 1, 2 = 0. Kurvan I + I'; utgér
randen till en yta S (ett ben pa en leggings) pa vilken A dr C' och V x A = 0. Enligt Stokes’
Sats har vi

A-dr://(VxAQ)-ﬁdS:O
I'+I'y S

och av detta foljer att

/A-dr: A -dr
r i)

dér T" och I'y genomlops i samma positiva riktning (moturs: observera att S ska ligga till vinster
om genomldpningsriktningen for att Stokes” Sats ska gilla; hdr kan man valja moturs for I'y
vilket innebér att I' genomléps medurs). Vi parametriserar I'; genom ortsvektorn

r(¢) =cospz +singy
med ¢ : 0 — 27. Vi far nu



2

A-dr= [ A(r(¢)) r'(¢)do

r 0
o sin® — sin ¢
= / —cospsin®¢| - | cosp | do
0 0 0

27
- / (sin ¢ 4 cos? sin® ¢)]d¢
0

2
——/ sin? ¢ d¢
0
:_/Q’Tl—cos%d¢
0 2
= —.

Skulle man vélja moturs sett nerifran t.ex fran punkten (0,0, —17) ska man fa svaret 7.

Losning 2: Vektorfiltet kan skrivas som

y2

= [z =pcosep, y=psing, z =z
.2

- ¢ [—singZ 4+ cosop gl + 22
p

L2
sin® ¢ -
=— ¢¢—|—z§.

Man far V x A = 0 i alla punkter didr p # 0 som ovan. Sedan viljer man S och I'; som ovan
med ortsvektorn r(¢) = p och vi far (med det val av orientering som gjordes ovan)

/Fl Adr = / A(x(9)) -7'(9) do

=—/0 (sin? ) - $do
= —m.

6.) Ortsvektorn for punkter pa S dr (i sfiriska koordinater)

r0,6) = — 3

:2—Cosé’r
med (0,¢) € Ddar D:0<6<w/2, 0<¢ <2m. Vihar

Ve — [ sin 0 - 1 i) « ﬂ(}%
677 (2—cosf)? 2 —cosf 2 — cos

sin 0 sin® 6 N

(2 —cos 9)21' N (2 —cos0)3

~
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som har positiv r-komponent, och saledes pekar bort fran origo. Pa S har vi

(2 — cos H)é

sin 6

A(r(6,)) = (2 — cos )%t +

Det sokta flodet dr nu

_ / [ A-nds
_ / / A(r(0,9)) - () x 1)) dpdo
oo ]

sin 6
=2 0+ —+——| do
o e ]
1 /2
ol —cosf) — ——
W{ €08 2—(:088]0
= 3.

Observera att A har singulariteter pa hela z-axeln, diar = 0, sa borde man egentligen betrakta
flodesintegralen som en gencraliserad integral. Men skalirprodukten A(r(6,¢)) - (rj x rly) ér
faktiskt en funktion som ar definierad Gverallt:

sin 6
(2 — cos )2

och da forsvinner singulariteten i A—singulariteten kallas h&vbar i sadana fall och det &r
darfor jag inte har definierat ytintegralen som en generaliserad integral.

A(r(0,9)) - (rp x 1)) =sinf +

11



