TATA44 Loésningar 22/10/2018.

1.) Ytorna z = 3 — (2> + y*)och 2z + 2y + z = 1 skiir varandra da 2® +¢y* — 22 -2y =2,d vs
da (z — 1)+ (y —1)* = 4. Siitt D : (z — 1) + (y — 1)® < 4. Parametrisera S med ortsvektorn
r(z,y) =2&+y9+ (3 —2°—y*) 2 med (z,y) € D. En standardriikning ger

r, X T, =22%+2yy+2
av vilket det foljer att

Il x x| =1+ 4(22 + 3?).
Vi har da

//S\/1+4(x2+y2)d5:// VITAE TP |t x 1| dudy

// +4(2* + y*)] dxdy

=lx=1+pcoso, y=1+psing, p<2, 0<¢ < 27|

2 2T
:/ (/ [9—{—4p2—|—8pcos¢+8psin¢]d¢)pd,o
0 0

2.) Losning 1: En standardriikning ger V- A = 2° +9* — 2. Till ytan S : 2z = /22 + 92 ligger
vi ytan Sy.2? +y? < 1, z = 1. Enligt Gauss’ Sats har vi

/ A-fldS:// V-AdV
S+51 \%4

kroppen V definieras av olikheterna 2% 4+ y*> < 1, /22 + 42 < z < 1. Observera att i Gauss’
Sats pekar alla normaler ut ur kroppen och i synnerhet blir n- 2 < 0 pa S. Normalen till S;
ar n; = 2 eftersom den pekar ut ur kroppen V. Vi far da

/ A-ﬁdS:///(w2+y2—z)d:pdydz—/ A -1n,dS;.
S \% S1

Vi har



/ A -ndS;, = // 22 dxdy
St x24y2<1

= [z =pcos¢, y=psing, 0 < ¢ <2m, 0<p <]

:/01 (/O%p?’COSQ(bdd)) dp
2/01 g/jﬂpg’%bdqb) dp
:W/o p* dp

™
1 .

Vidare har vi

///(x2+y2—z)dxdyd2—[J:—pcosqﬁ,y—psin¢, 2=20<p<1,0<¢<2m p<z<1]
1%

LU ([r-30)rm)e
L (o] )

och vi erhaller

2
//A-ﬂdsz///(x2+y2—z)dxdydz—/ A dS, = -8
S \% S1 b

I denna kalkyl pekade alla normaler ut ur kroappen V vilket betyder att n- 2 < 0 pa S. Vi ska
ha n -2 > 0 och da ar det sokta flodet

@z—//A-ﬁdS:2—7r.
5 5

Lésning 2: Parametrisera ytan S med ortsvektorn r(p,¢) = pcos¢z + psingy + p 2 med
(p,o) e Ddar D:0<p<1, 0< ¢ <2m. Vihar

v, X1, = [cospT +sing g+ 2] X [~psindd + pcos @] = —pcospd — psingy+p 2.
Denna vektor dr vinkelrdt mot ytan och har postiv z-komponent. Vi har dven

A(r(p,¢)) = p*cos psin® ¢ — p*sinp g + p® cos® ¢ 2.
Det sokta flodet ar da



cI>://A-f1al5
S

= [ Atwl.0)- 55 x5 dps

(
:/01 (/D% [p3sin2gb+p4 (cos2q§— szw)} d¢) dp

1 2A 1— 2A
_ {A _ Lhcos2A ey T]

! Tr3pt pd cos2¢ 4 cosdo
/ / s (0= 0"+ 2 do ) dp

1 4 3

3p° p

L
ﬂ-/o{8+2} g

I
B
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Losning 3: En tredje 16sningsgang ar att behalla kartesiska koordinater sa langt det gar. Vi
parametriserar da ytan z = y/x? + y? genom ortsvektorn

r(v,y) =z +yg+ Va2 +y?2

med (z,y) € D dir D.z*> +y' < 1. Vi far

i Yy “

X A N x A ) N A
v Xr, =i+ ——=2| x|+ ——=%|=— T — g+ 2z
Y < /2 + 2 /2 + 2 /22 4 Y2 /2 + 2
som ar ortogonal mot ytan z = /a2 + y? och har positiv z-komponent. Vidare har vi

Ar(z,y) =23 —yv/a2 + 92§ + 2° /a2 +y2 2.

Det sokta flodet ar nu




//SA.ﬁdS—//DA(r(x?y)).(r;Xr;) dedy

:// [in*—y\/x2+yzz)+x2\/x2+y2£] - [—
D

g+ 2| dedy

T .Y

2,2
:// x2\/x2+y2+y2——y dxdy
Va?+y?

x—pcos<b,y—psm¢,0<p<1 0<¢ <27

/ ( p cos? ¢ + p*sin® ¢ — p? cos gbsmzﬂpd(b)
0

{ +p C(;SQ¢+p3C(;S4¢_p2C(;SQ¢:| d¢)d

2/3/)4 p°
:7r __
s T

— 5 ‘
3.) Standardriakningar ger

VXA=—yrt—zy—x2z.

Lat S vara den del av planet 2z 4+ 2y + z = 2 som #r innanfér paraboloiden z = 22 + >
Planet skiir paraboloiden da z® + y* + 2z + 2y = 2 det vill siga, da (z +1)* + (y + 1) = 4.
Sétt D : (z + 1)*> + (y + 1) < 4. Parametriseraytan z = x2 + 3? med ortsvektorn r(z,y) =
T+ yy+(2—2x—2y)2 Vifarr), x rj =21 4 27 + £. Stokes Sats ger nu (da I' genomlps
moturs sett fran punkten (0,0,17))

/A-dr:/ (V x A)-ndS
r S

://vXA(r(x,y))-(r;xr;)dxdy
D
—//[yi’+(2—2;1:—2y)3}+:1:2]-[2:%+23)+§]dxdy

// [4 — 3z — 2y| dxdy

=lx=—-1+pcoso, y=—1+psing, 0<p<2 0<¢ < 27|

_//0 (/0 [9p—p2(3cos¢+28ingb)d¢) d
:—187r/02pdp

= —306m.

[ tilldmpningen av Stokes’ Sats, ska kurvan vara positivt orienterad, vilket i det hér fallet medfor
att I' genoml6ps moturs sett fran (0,0,17). Men I' ska genomlopas medurs. Saledes erhaller vi
att Av detta far vi att



/A-dr:367r.
r

4.) Om A &r ett potentialfilt da &r V x A = 0. Av detta far vi

VxA=(fl-2:)§+(2—f)2=0
vilket ger f; = 2, f. = 2z. Detta system ger f(y,z) = 2° + 2y + C. Kravet f(0,0,) = 0 ger
C =0 och da ir f(y,2) = 2 +2y. Om A = V¢ da har vi (med f(y,2) = 2* + 2y)
O =2y + 22 + 2y, @’y:x2+2yz+2x+z, O =9 + 222 + .

En standardrikning ger

¢ =aPy+ a2t +2ry+yPr+yz+C.

Kurvan genomlops medurs sett fran (—1,1,0) och da borjar den i den positiva kvadranten av
xy-planet och slutar pa den positiva z-axeln. Kurvans slutpunkt, sett fran (—1,1,0), dr pa den
positiva z-axeln med med z = y = 0 och z = V2. Startpunkten ir da (1,1,0): den ligger i den
positiva kvadranten av zy-planet med z = 0 och ges genom x =y, 22 +4* = 2, x > 0 som ger
punkten (1,1,0).

/A. dr = ®(0,0,v2) — ®(1,1,0) = —3.
r
5.) En standard rikning ger V x A = 0 i alla punkter dir 2 + y* # 0. Lat T'; vara kurvan

[ :2*+2y* =1,z =0 och S vara en C'-yta vars rand bestar av I' 4+ I'; (och som inte skirs
av z-axeln). Enligt Stokes’ Sats har vi

Al-dr://(VxA)~ﬁdS:O
Ir'+I'y S

och vi far da att

/Al-dr: A -dr
r I

déar bade I' och I'; genomlops moturs sett fran punkten (0,0, 17). Parametrisera I'; med ortsvek-

in ¢

S : .
torn r(¢) = cosop T + 75 g med ¢ : 0 — 27 (som motsvarar orienteringen moturs sett fran

punkten (0,0,17)). Vi har da

RS / " AG()) ¥(9)do

27 .

:/ (—Sjg’fcﬂosd)g)- (—sin¢3§+008¢ ) do
0

o

6.) Losning 1: I cylinderkoordinater dr vektorfiltet



P A < 5
(P2 + 22)3/2 P+ (p? + 22)3/2 -
Ytan ér (i cylinderkoordinater) S : p*—2* =2, 0< ¢ <27, —1 <z <1.Vihardap= v2+ 22
pa ytan. Parametrisera ytan genom ortsvektorn (observera att ortsvektorn i cylinderkoordinater
arr=pp+z2)

r(g,2) =V2+22p+22
med (p,¢) € Ddér D:0< ¢ <2m, —1 <2z <1.Vihar da

- z
v, xr =v2+ 22 x( A—|—2):\/2+z2A—zé.
) z ¢ /—2+22p P

Observera att denna vektor har positiv p-komponent och dirmed pekar bort fran z-axeln.
Pa S har vi

V2 + 22 z .

@ r22pnl T g2

A(r(¢, 2)) =

Det sokta flodet ar da

//SA.ﬁdSZ//DA(r(Pa@)'(r;Xr’z)d¢d2

:/_1</02W<(m p— = 3/22>-(\/mﬁ—22>d¢> dz

2+ 222)3/2 (2 +222)

! 2
:27r/ ——dz
BNCESEIRE
1 dz
g 2 B ———I
Vo [ s

1
o (L4 22)3/2
= [z =tand, 0 < 0 < 7/4, dz = (1 + tan® ) df]

\/_ w/4 A6
=2V2m _
o V1+tan?6

w/4
= 2\/§7r/ cos 0 do
0

= 2.

Losning 2: Lat C vara cylindern C : 2? + 4> = 3, —1 < z < 1 och lat V vara den volym
som avgrinsas av den slutna ytan S + C. Inom V och pa S + C #r A ett C'-vektrorfilt med
V-A =0 inom V. Enligt Gauss’ Sats har vi da att

/LCA.ﬁdS:///Vv.AdV:O_

Av detta har vi att



//A-ﬁdS:—//A-ﬁch.
S c

Normalerna i dessa integraler pekar ut ur V', enligt Gauss’ Sats. Vi eftersoker flodet genom S
bort fran z-axeln, och da dr det sokta flodet

(I):—//A'fldsz//A'flch
S c

ddr no pekar bort fran z-axeln. Parametrisera (i cylinderkoordinater) C' genom ortsvektorn
r(¢,2) =V3p+zimed (¢,2) e Ddair D: 0< ¢ <2m, =1 <2< 1. Vi har da ry x v, =
\/ggzg X Z= \/5,5, som ar en normal till ytan C' som pekar bort fran z-axeln.

I cylinderkoordinater &r

A= ad 5 : >

och pa C har vi

V3 z

A0.2) = G Pt Er e

D4& har vi



//CA'ﬁchZ//DA(erZ))‘(r;Xr’z)dcﬁdz
- //D ((3 +€)3/2ﬁ+ (3+;)3/2 Z> (V35) dodz
://l)@+—?;z~>wd¢dz
ZGW/_lmdz

1
1
= [z —V/3tanf, 0 <0 < 7/6; dz = /3(1 + tan6) db
w/6 2
_ 127r/ V3(1 + tan?0)
o (34 3tan?6)3/2

— 127 /W/G V3(1 + tan® 0)
0 3V3(1+ tan?0)3/2

do

/6 (1 4 tan® )
4 do
77/0 (1 + tan?6)3/2

/6 (1
4
7T/O (1+ tan?6)1/2 a6

/6
= 47r/ cos 0 do
0

= 47 [sin 0]3/6

= 2.

Losning 3: Ligg foljande ytor till S: Ly : a? + 9> < 3; 2 =1, Ly: a2+ 4> <3,2=—1; S :
2 + > 4+ 2% = 1. Observera att S; ligger innanfér den kropp som avgrinsas av S + Ly + Lo.
Lat V beteckna den volym som avgrinsas av S + Ly 4+ Lo + S1. Inom V #r A ett C'-vektorfilt
med V- A =0 inom V. D& har vi, enligt Gauss’ Sats,

// A~fldS:// V-AdV =0.

S+Li1+L2+51 \%

//A-ﬁdS:—/ A-flleLl—/ A-flL2dL2—/ A -n;dS;.
S Ly Lo S1

Alla normalerna pekar ut ur V' sa att n;, = 2, ny, = —2 medan n; pekar in mot origo. Vi kan
da skriva om resultatet ovan som

//A-fldS:—/ A-é’dLl—f—/ A-é’dL2+/ A -n;dS;
S Ly Lo S

dér n; nu pekar bort fran origo.
Vi har

Saledes ar



1
A-zdL, = o
/L1 z 1 //x2+y2<3 (1+x2+y2)3/2 xray

= [z =pcos¢, y=psing; 0<p <3, 0< ¢ < 2n]

\/3 27 1
:/o (/ <1+p2>3/2”d¢) dp

Vidare har vi

1
/L2 Z 2 //;2+:U2$1% (1+x2+y2>3/2 xay

=[x =pcose, y=psing; 0<p< V3, 0< ¢ < 2n

V3 2w 1
[ ([ o) @

V3 p
=2 S —
| e

V3

1
= 9 |
[ L

= T.

0

For att berdkna / / A -1, dS; infér man sfariska koordinater. Vi parametriserar S; genom
S1

ortsvektorn r(0,¢) =t med (0,¢) € D dir D:0<60 <7, 0<¢ <27 Dadrry xr), =sinfr
som pekar bort fran origo. I sfariska koordinater har vi

och pa Sy har vi

Vi har nu



/SlA.ﬁldSlz//l)A(r(97¢)).(r/exr;) .y
Z//Df-(sinefdedgb
:/07r </02ﬂsin0d¢> i

= 4.

//A-fldS:—/ A-ﬁ’dL1+/ A-ﬁdLQ—F/ A -n;dS;
S Ly Lo S1
//A'fldSIQﬂ'.
S

Losning 4: Observera att skiirningen mellan planet z = 1 och ytan S ér cirkeln z? 4+ y* = 3.
Detsamma giller skdrningen mellan planet z = —1 och ytan S. Dessa cirklar uppstar genom
skiirningen mellan planen z = +1 och sfiren z® + ¢* + 2* = 4. Da ldgger vi ytan S; : 2 +
v+ 22 =4, -1 < 2z < 1till S (S; buktar utat di S buktar inat da —1 < z < 1). Den slutna
ytan S 4+ S; avgrinsar en kropp som vi betecknar med V' och som definieras av olikhjeterna
22 42< 24+ y? <4—2% —1 <z <1 Vektorfiltet A dr ett C'-vektorfilt med V-A =0
inom V', och vi har da, enligt Gauss’ Sats,

/ A-ﬁdSz///V-AdeO
S+51 \%4
//A-fldS——/ A -n;ds;.
S S1

I den ovanstaende kalkylen pekar alla normalerna ut ur V', vilket betyder att normalen n till S
pekar in mot z-axeln medan normalen n; till S; pekar bort fran origo. Vi behover flodet genom
S bort fran z-axeln, och da far vi att det sokta flodet ar

@z—//A-ﬁdS:/ A -n;dS;.
S S1

For att berdkna flodet ut ur S infor vi sfariska koordinater. I dessa koordinater ges S; genom
r=2,71/3<60<2r/3, 0<¢ <2nm. Viparametriserar S; genom ortsvektorn r(6, ¢) = 21 med
(0,¢) € Ddér D : /3 <0 <21/3, 0 < ¢ < 27. Vidare har viry x 1)y = (20) x (2sin ¢) = 4.
Vektorfiltet i sfariska koordinater ar

Insdttning i

ger

vilket ger

och pa Sy har vi



Det sokta flodet ar da

o = / A -n,dS

// Alr () x 1)) dodo
// JF (48) dodo
// sin 0 ddo

:/;:/3 (/0 s1n0d¢) do

2m/3
= 27r/ sin 6 df

w/3
2m/3

=27 {— CoS 0]
w/3

= 2.

Losning 5: Ett annat séitt att 16sa uppgiften ar att definiera det sokta flodet som en generali-

serad integral med
/ A-ﬂdS—hm//A nds,
S e—0 +

dir vihar S:a? +¢y* — 22 =2, |z| <loch S.: 2® +9* — 22 =2, € <|z| < 1. Da bestar S, av
tva delar: :172—{—y2—22:2, € < z <1 samt x2+y2—z2:2, -1 <z< —e

Till S, lagger man ytorna Ly : z = 1, :1:—|—y < 3, L2: = -1, 22 +¢y* <3, L, :
z=¢ 2*+1yP <24+ samt L_ : z = —e, 22 4+ y? < 2 + €. Dessa ytor omslutar kroppen
Vira?+ 9y — 22 <2, <2/ <1 (som bestar av tva delar).

Inom V, #r vektorfiltet A ett C'-vektorfilt med V- A = 0. Enligt Gauss’ Sats har vi da att

// A-ﬁdsez// V-AdV, =0,
Se+Li1+Lo+Li+L_ Ve
och da har vi

/ A-ﬁdSE:—// A-ﬁdLl—// A-ﬁdL2—// A-ﬁdL+—/ A -ndlL_.
Se Ly Lo Ly L_

Pa L, arn=2, z=1och da ar

11



1
A -ndl = dxd
/L1 na //x2+y2<3 (22 4+ y% 4 1)3/2 e

=[z=pcos¢, y=psing, 0<p <3, 0< ¢ < 27]

V3 2m 1
- ([ ) o

i,
=2 S |
7r/o @+ 22

=[u=1+p
B 1 du
=T : W

[l

.

Pa L, darn= -2, 2= —1och da ar

1
/L2 natsz //x2+y2§3 (.172 +y2 + 1)3/2 xay — m

enligt kalkylen for flodet ut genom L.

Pa L, &rn=—2, z =€ och da ar
/ A -ndL // L dxd
il = —¢ x
Ly ’ 22+4y2 <2+ (22 +y2 + €2>3/2 Y
och pa L_ d&rn = 2, z = —e vilket ger

1
A-ndl- =~ dzdy.
/L ’ E//af2+y2§2+e2 (22 + 92 + €2)3/2 oy

12



Vi har

1
dad
oo G i

= [z =pcosg, y=psing, 0 < p<V2+€2 0< ¢ < 2]

2+-€2 2 1
_/0 (/ <€2+p2>3/2pd¢) o

2+€ 1
=27 ————0pd
A
= [u= €+ p?

1 1
— o | 4 -
[ V2 4+ 2¢€2 6]

- 2w n 2
V2422 €

Av detta foljer att

2
// A ndL+—/ A -ndlL_ = —2+262 — 2.

Saledes erhaller vi att

4re

V2 + 2¢€2

//A'ndS— hm//A nds, = 2m.
S 6—>+

/ A -ndS, =27 —
Se

och da foljer att
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