TATA44 Loésningar 21/10/2019.

1.) Ytorna skiir varandra da 2 + y* = 1. Vi parametriserar ytan S med ortsvektorn r(z,y) =
v +yy+ (2® +2y%) 2 dir (z,9) € D med D : 2° + y* < 1. En enkel riikning ger r/, x r, =
—22 & — 4y § + 2 som ger |r), x r}| = /1 + 422 + 1632

Vi har da

/ \/1+4x2+16y2d52// (1 + 42* + 16y*) dwdy
s

x—pcosqﬁ,y—psm(b,p<1 0<¢ <27

/ ( [1+ 10p* — 60 cos 2¢]p dqb) dp
0

—27r/ [p+10p°] d
0

2.) En standardrikning ger V- A = 2(x+y+2) eller . Lat S vara ytan z = 2— (2*+¢?), z > 0.
Sitt Sy : 2® +y* < 2, z = 0. Lat V beteckna volymen som omslutes av S + S;. Enligt Gauss’

Sats har vi nu
/ A-ﬁdS:///V-AdV
S+51 \%
//A-ﬁdS:// V-AdV—/ A -ndS.
S 14 S1

Observera att i = —2 pa S; och da dr A -n = — (2% +%?) pa S;. Volymen V definieras genom
olikheterna 0 < z < 2 — (z° + ¢?), 0 < 2® +9* < 2. Da har vi

/ A-ﬁdSlz—// (2% + ) dady
S1 z2+y2<2

=[x = pcose, y = psin ]

[ ([ )

\/5 b
= —27r/ p°dp
0

= 2.

av vilket vi har

Vidare har vi



2—(z2+y?)
// V-AdV:2// / (x +y+2)dz | dedy
\% x249y2<2 0

=2 //m2+y2§2 [(.CE +y)(2 -2 — ) + W} dzdy

= [z =pcos¢, y=psing, 0<p<2, 0< ¢ < 2r]

2/0ﬁ (/027r {p(Q — p*)(cos ¢ + sin ¢) + %] pd¢) dp

V2 (9 _ 2)2
47r/ Mpdp
0 2

Det sokta flodet ar da

//A-fldS:///V-AdV—/ A -ndS;
S \% S1

_147T
=5

3.) Losning 1: En standardrikning ger

VxA=0.
Eftersom A #r av klass C' 6verallt, da finns det en potential ® med A = V® 6verallt. Vi har
da

r_ 2 r_ 2 r
¢, =1+y", &, =2zy+2z°, P, =2yz
den forsta ekvationen ger
® =z +ay* + gy, 2).

Insittning av detta i den andra ekvationen ger

9yy, 2) = 2°
vilket ger g(y, z) = yz* + h(z) och da &r

O =+ xy® + y2® + h(2).

Inséttning av detta uttryck i den tredje ekvationen ger h'(z) = 0 och da har vi

2



O(z,y,2) =z + a2y’ +yz* + C
dar C' dr en godtycklig konstant.
Planet och paraboloiden skir varandra da
2 — 20 —2y=4—a%— 1

som ger

=12+ (y—1)°=4

Nirz =1dadry—1= =42, d.v.s. y = —1 eller y = 3. Kurvans startpunkt ar da (1, —1,1) och
slutpunkten ar (1,3, —3). Vi har da

/A Ld(r) = B(1,3,—3) — B(1, —1,1)

=37—-1
= 30.

Losning 2: Som ovan erhaller vi V x A = 0 vilket betyder att / A - dr adr oberoende av vigen.

r
Kurvan har (som noterats ovan) startpunkt (1, —1, 1) och slutpunkt 1,3, —3). Lat ['; vara den
stricka (=réta linje) som borjar i (1, —1,1) och slutar i (1,3, —3). Da kan vi parametrisera I'y
med ortsvektorn

1 0
r(t)=|—-1|+¢t| 4|, t:01
1 —4

eftersom strickan har riktningsvektorn

1 1 0
v=|3|-|-1|l=14
-3 1 —4
Vi har
16t% — 8t + 2
A(r(t)) = 16t* — 1
—32t% + 16t — 2
och da ar



/A - dr = A - dr
r Iy
1
_ / A(r(t) - v'(t) dt
0
[ 1662 — 8t +2 0
:/ 16t%2 — 1 4| dt
0 | —32t2 4+ 16t — 2 —4

1
= / [192t% — 64t + 4] dt
0

= 36.
4. A dr ett potentialfilt om V x A = 0. En standardridkning (i sfiriska koordinater) med
1
kravet V. x A =0 ger f'(r) = % (r) vilket ger f(r) = C+/r dir C &r en godtycklig konstant
r

(C # 0 for ett icke-trivialt vektorfilt). I detta fall har vi A = V® dér &(r, 0, ¢) ar en losning
till systemet

3C
Pl = 77“1/2 sin? @ sin ¢

®}) = 2073/ sin 6 cos f sin ¢
Dy = Cr3/% sin%  cos ¢.
Den forsta ekvationen ger
d = Cr3?sin® Osin ¢ + g(b, ).
Inséttning i den andra ekvationen ger g; = 0 och da ar g(6, ¢) = h(¢). Saledes ir
® = Cr*/?sin? fsin ¢ + h(¢).
Insdttning av detta uttryck i den tredje ekvationen ger h'(¢) = 0, vilket ger
d = Cr¥?sin®fsing + D
dar C' # 0, D ar godtyckliga konstanter.

5.) Vi har A = A1 + A2 med

_ - : 2 5 __ ¥ r -
Ay =2xz+z29+ (z°+y)z, A= x2+y2x_ Q:Q—i—yzy'
Vidare har vi V x A; = 01 alla punkter och V x A, = 01 alla punkter dir 2* 4+ y* # 0. Da ér
A, ett potentialfilt i hela R®. Kurvan I' #r sluten, vilket medfor att

/Al«dr:(]
r
/A-dr:/Ag-dr.
r r

4

och saledes har vi att



Lat T’y vara kurvan 2° + y> = 1, 2 = 0 och S vara den yta vars rand &r I' + I';. Da har vi

Ag'dr://VXAQ'fldS:O
I'+T'1 S

av vilket det forljer att

/Az'dr: AQ'dI‘
r I

dér bada kurvorna genomléps moturs sett fran (0,0,17). Parametrisera I'; med ortsvektorn
r(¢) =cosoi +singy med ¢ : 0 — 27. Da ar

2T
Ay-dr= [ Ay(r(e))-1v'(¢)ds
r 0
:/%@inw—mwm-<—sm¢fc+cos¢@>d¢
0
= 2.

Saledes har vi att

/A~dr:—27r.
r

6.) Losning 1: Ytan S kan skrivas som p* + (z — 1)> = 1 i cylinderkoordinater, vilket ger p =
V2z — 22, Parametrisera ytan S med ortsvektorn (i cylinderkoordinater) r(¢, z) = v2z — 22p+
zZmed (¢,2) € Ddéar D : 0 < ¢ <27, 0<z<2. 1 cylinderkoordinater ar

< A
—.
Vi +y?
Observera att vi far (efter en standardrékning) rj, x v} = V22 — 224 (2 — 1) 2. Vektorfiltet har

singulariteter pa z-axeln. Da definierar vi ytan S, genom S, : 0 < e < 2<2—¢, 0< ¢ <27
och vi definierar det sokta flodet som

//A-ﬁdS: lim // A -ndS..
S 6*)0_'. Se

Lat D, vara parameteromradet 0 < e <2 <2—¢, 0 < ¢ <27 Vi har da

A=)p+



//A nEdS—/DA ) - (ry x 1) dpdz

:// {\/22—22—1—
62 €
dz

¢ \/1—(2—1)2
=[t=2z—1]

1—e 1+t

—14e€ Vl_tQ
=27 [arcsint—Vl—ﬁ]

= 4marcsin(1 — ).

m dpdz

=27

=27 dt

1—e¢

—14€

Av detta foljer att det sokta flédet ar

/ A -1 dS = 47 lim arcsin(1 — €) = 272,

€—>+

Losning 2: T sfiriska koordinater dr ortsvektorn fér punkter pa S

r(0,¢) =cos¢sinf iz +singsinfy + (1 +cosb)z2 =1+ 2
med (0,¢) e Ddar D:0<60 <7, 0<¢ <27 Viharda

Iy X Tl = 0 x (sinf ¢) = sin O t.
Observera att (z2 4 y*)*/? = sin 6 pa ytan S och d har vi

A(r(0,0) = —— ¢

sin 8

pa ytan S. A har en singularitet i § = 0 och i § = 7. Definiera da S, genom S, : r = cosf, 0 <
e<O<m—€,0<¢p<2mroch D.:0<e<O<7m—¢ 0<¢ <27 och vi definierar det sokta

flédet som
/ A-ﬁdS:hm//A-fldSﬁ.
S 6—>0+ Se

//SEA'MS:/DeA(I‘(@?@)-(r’g x 1) dode
// (Sm ) (sin 0 & dfdg
L)

=27 (m — 2¢)

Vi har da




som ger

//A-fldS: lim // A -ndS,
S E—>0+ S,

= 272

Losning 3: Ekvationen 22 4+y? + (2 —1)® = 1 ger 22 +9? + 2> — 2z = 0. Om vi i denna ekvation
infor sfariska koordinater da erhaller vi att ytan S ges av ekvationen

r = 2cosb,

vilket medfor att 0 < 6 < 7/2 eftersom vi vet att 0 < 6 < 7 i sfériska koordinater och
eftersom r = /a2 4+ y? + 22 > 0 da maste cos@ > 0, vilket leder till 0 < 6 < 7/2. Da kan vi
parametrisera S genom ortsvektorn (i sfiriska koordinater)

r(f,¢9) =2cosfr, (6,¢)€ D,
dir D:0 <6 <m/2, 0<¢ <2r. Vidare ges vektorfiltet A av
1 .
r.
sin 6

A —

Vi har aven

Iy X Il = (—2sin 07 + 2cos 0 0) x (2cosOsinf ¢) = 4cos? Osin Ot + 4 cosOsin? 6 0.
Vektorfiltet A har en singularitet i # = 0 och § = 7. Da definierar vi S, genom S, : r =

cosf, 0 <e<O<7/2—¢6 0<p<2moch D, :0<e<O<7/2—¢ 0<¢ <271 och vi
definierar det sokta flodet som

//A-ﬁdS: lim/ A -ndS..
S E~>0+ S€

Vi har nu

//SCA.ﬁdSE:/DEA(r(Q,gb)).(r/e x t;) dodo

w/2—e 27 1 R
:/ (/ ( , r) (4cos*05in 0 + 4.cos Osin* 00) dgb) d6
. 0 sin 0
w/2—€
= 87r/ cos® 6 db

1 + cos 29}

_ 29 _
—|:COS(9 5

w/2—€
= 47r/ [1 + cos 26] do

e [g et sin(7 /2 —26) - sine]

och av detta far vi det sokta flodet som



//A-ﬁdS: lim/ A -ndS,
S 6~>O+ Se

= 272

2
Losning 4: I cylinderkoordinater ar A = p + Z 5 och vi erhaller V- A = —. Cylindern
p

P
r?4y? = € skiir ytan S da z = 141 — €2. Lat C, vara cylindern C, : 2°4¢y* = €%, 1-vV1 — 2 <
2z < 14+v1 — €2 och lat V, vara volymen mellan S, : x2+y2+(z—l)2 =1, 1—Ve2 <z < 1+Ve2
och C.. I cylinderkoordinater kan vi beskriva V. genom olikheterna

l—V1=p?<z2<14+/1=p% e<p<1, 0<¢<27.

Vektorfiltet A #r av klass C' i V. och i en omgivning av V.. Vi definierar da det sokta flodet

SO
//A-ﬁdS: lim // A -n.ds..
S E—>0+ Se

Vi har da enligt Gauss” Sats att

// A'ﬁedSez/// V- Adxdydz,

Se+Ce e

//A~ﬁEdSE:// V-Ad:cdydz—// A -n dC,
SE ‘/E CE

dér alla normaler pekar ut ur V..

vilket ger

Vi har nu

/// V- Adzdydz =[x = pcosp,y = psing, e < p <1, 0< ¢ < 27|

(T30

1
:87T/ V1= p2dp

[p=sinb, —7/2 <0 < 7/2]

w/2
8 / cos? 6 db

rcsin e

w/2
47?/ [1 4 cos26]do

rcsin e
sin(2 arcsin €)

=47 T_ arcsin € —
2 2

Vidare parametriserar vi C, med ortsvektorn r(¢,z) = €p + z 2 dér (¢,2) € D, didr D, : 0 <
p<2m 1-V1—-€<2<1-+V1-¢€. Vihardary xr, = ep. Da alla normaler ska peka ut
ur V. sa dr bidraget fran till flddet genom C,



/CA-m /DA r(¢,2)) - (v x r.) dodz

:_/Hm (/ [6+24] -(e,&))d¢> dz
1—v1=e2 0 €

= —4dmreV1 — €2).

Sluligen far vi

// A -n.dS, —/// Y Adxdydz—/ A -n.dC.

= 21% — 4 arcsin € — 27 sin(2 arcsin €) 4 4meV'1 — €2,

av vilket det foljer att det sokta flodet ar

/ A -ndS = lim A -1 dS, = 27°.
s

e—0 + S



