
TATA44/TEN1 Vektoranalys Tentamen, 2022-10-25

Instruktioner: Svara p̊a alla uppgifter. Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 poäng. För
betyget n, n = 3, 4, 5, krävs 3n−1 poäng. Till̊atet hjälpmedel: Formelbladet i vektoranalys.
Ingen räknadosa till̊aten. Lycka till!

(1) (a) Identifiera vilken eller vilka av följande funktioner är vektorfält och vilken eller
vilka är skalärfält:

(i) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2;

(ii) g(x, y) = (xy, x2 − y2); och

(iii) h(x, y, z) = 1
x2+y2

(sinx, tan y + ez, xyz).

(b) Ge ett exempel av en fysikalisk storhet som kan representeras av ett vektorfält.

(c) En kurva parametriseras av funktionen γ(t) = (cos t, sin t, t). Ge en tangentvektor
till kurvan i punkten (1, 0, 2π).

(2) Betrakta ytan S = {(x, y, z) : x2+y2+z2 = 1} och l̊at F : R3 → R3 vara ett vektorfält
som ges av formeln

F(x, y, z) = (−ex cos y, ex sin y, z6)

för alla (x, y, z) ∈ R3. Beräkna flödet av F genom S orienterad med en normal som
pekar bort fr̊an origo.

(3) Beräkna flödet av vektorfältet

F(x, y, z) =
(
x
√
x2 + y2, y

√
x2 + y2, 0

)
ut genom begränsningsytan till volymen

V = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 4, |z| ≤ 1, y > 0}.

(4) Betrakta vektorfältet F(ρ, φ, z) = ρn eρ (som ges i cylindriska koordinater) för ρ > 0
och ett heltal n.

(a) Beräkna divF.

(b) Beräkna grad divF.

(c) För vilka n löser F ekvationen grad divF = 0?
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(5) Betrakta vektorfältet

A(x, y, z) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
, 0

)
.

och skalärfältet

φ(x, y, z) = − arctan

(
x

y

)
(a) Beräkna rotationen av A.

(b) Är A ett potentialfält med potential φ?

(6) Beräkna kurvintegralen

∫
Γ

A · dr där

A(x, y, z) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
, 0

)
och Γ är skärningskurvan mellan planet x+ 2y + 3z = 10 och cylindern x2 + y2 = 2.
Kurvan genomlöps moturs sett fr̊an punkten (0, 0, 17). Motivera noga!
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Sammanfattning av formler för kroklinjiga

koordinater

Gradienten ges av:

∇Φ(u, v, w) = û
1

hu

∂Φ

∂u
+ v̂

1

hv

∂Φ

∂v
+ ŵ

1

hw

∂Φ

∂w
.

För vektorfältet A = Auû+ Avv̂ + Awŵ har vi följande formler:

divA = ∇ ·A =
1

huhvhw

[
∂

∂u
(Auhvhw) +

∂

∂v
(Avhuhw) +

∂

∂w
(Awhuhv)

]

rotA = ∇×A =
1

huhvhw

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
huû hvv̂ hwŵ

∂
∂u

∂
∂v

∂
∂w

huAu hvAv hwAw

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
För cylinderkoordinater: med (u, v, w) = (ρ, φ, z) har vi:

hu = hρ = 1, hv = hφ = ρ, hw = hz = 1.

r(ρ, φ, z) = ρ ρ̂+ z ẑ.

ρ̂ =
1

hρ

∂r

∂ρ
= cosφ x̂+ sinφ ŷ

φ̂ =
1

hφ

∂r

∂φ
= − sinφ x̂+ cosφ ŷ

ẑ =
1

hz

∂r

∂z
= ẑ.

För sfäriska koordinater: med (u, v, w) = (r, θ, φ) har vi:

hu = hr = 1, hv = hθ = r, hw = hφ = r sin θ.

r(r, θ, φ) = r r̂.

r̂ =
1

hr

∂r

∂r
= sin θ cosφ x̂+ sin θ sinφ ŷ + cos θ ẑ

θ̂ =
1

hθ

∂r

∂θ
= cos θ cosφ x̂+ cos θ sinφ ŷ − sin θ ẑ

φ̂ =
1

hφ

∂r

∂φ
= − sinφ x̂+ cosφ ŷ.
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Vektorformler

(1) a · (b× c) = (a× b) · c

(2) a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

(3) ∇(αΦ + βΨ) = α∇Φ + β∇Ψ

(4) ∇ · (αA + βB) = α∇ ·A + β∇ ·B

(5) ∇× (αA + βB) = α∇×A + β∇×B

(6) ∇(ΦΨ) = (∇Φ)Ψ + Φ(∇Ψ)

(7) ∇ · (ΦA) = (∇Φ) ·A + Φ(∇ ·A)

(8) ∇× (ΦA) = (∇Φ)×A + Φ(∇×A)

(9) ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B)

(10) ∇ · (∇Φ) = ∂2Φ
∂x2

+ ∂2Φ
∂y2

+ ∂2Φ
∂z2

i kartesiska koordinater

(11) ∇× (∇Φ) = 0 för alla Φ

(12) ∇ · (∇×A) = 0

Dessa formler gäller för alla konstanter α, β, alla deriverbara skalärfält Φ, Ψ och alla
deriverbara vektorfält A, B.
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