TATA44/TEN1 Tentamen, 2023-08-23

Vektoranalys

1. Betrakta ytan S = {(z,y,2): 22 + y*> + 22 = 1,2 < 0} som &r orienterad
med en normal som pekar nedat. Bekréfta att Stokes sats géller for vektorfiltet

F(x,y,z) = (2y—z,x+y2 —z,4y—3x)

och ytan S genom att berdkna bada integraler i satsen.

Losning: Lat v vara randkurvan till S och parametriserar den med ~(t) =
(cost,—sint,0), 0 < ¢ < 27. Vi beréknar forst
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Sedan kan vi ocksa beridkna att
rotF = (5,2,-1)

och parametrisera S med u(f,$) = (sinf cos ¢, —sinfsin ¢, —cos ) (0 < ¢ <
27, 0 < 0 < 7/2). Darfor ar
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Darfor har vi bekriftat att
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i det har fallet.




2.
Bersikna arean av den del av paraboloiden z = 1 — 2% —y2 som ligger ovanfor
planet z = 0.

Loésning:

Vi betecknar den del av paraboloiden som ligger ovanfér konen med S, och
S far parametriseras av ortsvektorn r(z,y) = (z,y,1 — 2? — y?) dér (z,y) € D
och D = {(z,y): 22 + y? < 1}. Den sokta arean &r nu
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3.
Beriikna flodet av vektorfiltet A(x,y,2) = (9222, yx?, 4zy%) ut genom ytan

S ={(z,y,2) | 2* +4y*> +92° = 4,2 > 0}

dér i varje punkt pa S véljer man den enhetsnormal 7 som lyder 7 - 2 > 0.

Losning:

En standardrikning ger att V- A = 22 + 4y% + 922, Ligg till ytan S; =
{(z,y,2): 22 + 4y®> < 4, z = 0}. Ytorna S U S; avgrdnsar en kropp V =
{(z,y,2): 22 + 4y?> + 922 < 4, 2 > 0}. Flodet av A ut ur V genom S &r

o= / / A -ndS
s
Enligt Gauss Sats har vi

/ A - 7dS = / / / (2% + 49° + 92%)dxdydz.
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Pa S; dr z =0 och & = —2 och d& &r A -7 = 42y% = 0 pa Sy, vilket nu ger att
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4.
Berédkna kurintegralen fr A - dr dar

A(z,y,2) = (xz,2y° + 22,2y + 2)
och I' &r kurvan I' =T'1y UT', UT'3 med

Ii:z=0,92+22=1,2>0,y: —1—1;
I'y:2=0,z+y=1,y:1—0; och
I's:z2=0z—-—y=19:0— —1.

Losning:
Vi har

/A~dr: A -dr+ A -dr+ A - dr.
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For I'y tar vi ortsvektorn r(6) = (0,cos,sinf) med § : 7 = 0 s y: —1 — 1.
Da har vi att
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For T'y ortsvektorn dr r(y) = (1 — y,9,0) och y : 1 — 0 som ger
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For I's ortsvektorn ar r(y) = (1 +y,y,0) och y : 0 — —1 som ger
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5. Betrakta foljande tva parametriseringar:

Vi far

u(s,t) = (scost,ssint7332) for 0 <s<2o0ch0<t<2m
v(s,t) = (2scost,2ssint, 12s%) for 0 < s <1och 0 <t < 4r.

(a) Beskriv ytan som u och v parametriserar som en ekvation i kartesiska
koordinater (z, y och z).

(b) Beriikna
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dir F(x,y,2) = (y, —x, 2?), och forklara resultaten.

Losning:
(a) For u ser vi att

22 +y? = (scost)? + (ssint)? = % = g



och grianserna motsvarar 2 + y2 <A4.
For v ser vi att
z
x? +y? = (2scost)? + (2ssint)? = 4s% = 3
och grianserna motsvarar z2 + 3% < 4.

Déarmed parametriserar u och v samma ytan.

(b) Vi beréknar

ul, x u; = (cost,sint,6s) x (—ssint, scost,0)

= (—6s%cost, —6s%sint, s)
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Vad giller v kan vi berékna att
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Andra integralen dr tva ganger forsta integralen eftersom v técker ytan
tva ganger och u bara ticker den en gang.

6.
Betrakta vektorfiltet F: R® — R3 som #r definierad enligt formeln

F(z,y, 2) = (sin(yz), zx cos(yz) + 3y?, xy cos(yz)).
(a) Vad menar vi nér vi séger ett vektorfilt dr ett potentialfdlt?

(b) Visa att F &r ett potentialfilt.

Losning:

(a) Vi menar att det finns en skalidrfunktion ¢ (med samma definitionsméngd
som F) sadan att V¢ = F.



(b) Eftersom R3 &r enkel sammanhingande duggar det att kontrollera rot F =
0. Vi rdknar att
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)+ 3y?  xycos(yz)

= (zcos(yz) — xyzsin(yz) — z cos(yz) + zyz sin(yz))i
+ (ycos(yz) — ycos(yz))j + (zcos(yz) — zcos(yz)k =0

sa F ar ett potentialfilt.




