
TATA44/TEN1 Tentamen, 2020-10-24

Vektoranalys

1.
Betrakta en yta S som parametriseras av funktionen u : R2 → R3 definierad

enligt formeln
u(s, t) = (es − e−s, t, cos(st)).

(a) Använd parametriseringen u för att ta fram en normal vektor till ytan S
uttryckt i s och t.

(b) Visa att normalen du beräknade i del (a) är aldrig noll.

Solution:

(a) Vi kan räkna att

u′s(s, t) = (es + e−s, 0,−t sin(st)) och

u′t(s, t) = (0, 1,−s sin(st))

s̊a en normal till S är

n(s, t) = u′s(s, t)× u′t(s, t) = (t sin(st), (es + e−s)s sin(st), es + e−s).

(b) Eftersom exponentialfunktionen är positivt är es + e−s > 0 och därför är
n(s, t) 6= 0 för alla s, t ∈ R ty tredje komponenten är aldrig noll.

2.
L̊at S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = a2} vara en sfär med en given radie a > 0.

(a) Beräkna
∫∫
S

(x2 + y2 + z2)dσ.

(b) Beräkna
∫∫
S
z2dσ. [Tips: Symmetri och svaret fr̊an (a) kan förkorta dina

beräkningar.]

Solution:

(a) Vi parametriserar ytan S med u(θ, ϕ) = (a sin θ cosϕ, a sin θ sinϕ, a cos θ)
där θ ∈ [0, π] och ϕ ∈ [0, 2π]. D̊a är u′θ(θ, ϕ) = (a cos θ cosϕ, a cos θ sinϕ,−a sin θ)
och u′ϕ(θ, ϕ) = (−a sin θ sinϕ, a sin θ cosϕ, 0) s̊a∫∫

S

(x2 + y2 + z2)dσ =

∫ 2π

0

∫ π

0

a2a2 sin θdθdϕ = 4πa4.

(b) Enligt symmetri är
∫∫
S
x2dσ =

∫∫
S
y2dσ =

∫∫
S
z2dσ s̊a utifr̊an (a) ser vi

att ∫∫
S

z2dσ =
4πa4

3
.
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3.
Betrakta vektorfältet F : R3 → R3 som är definierad enligt formeln

F(x, y, z) = (sin(yz), zx cos(yz) + 3y2, xy cos(yz)).

(a) Vad menar vi när vi säger ett vektorfält är ett potentialfält?

(b) Visa att F är ett potentialfält.

Solution:

(a) Vi menar att det finns en skalärfunktion φ (med samma definitionsmängd
som F) s̊adan att ∇φ = F.

(b) Eftersom R3 är enkel sammanhängande duggar det att kontrollera rotF =
0. Vi räknar att

rotF =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

sin(yz) zx cos(yz) + 3y2 xy cos(yz)

∣∣∣∣∣∣ .
= (x cos(yz)− xyz sin(yz)− x cos(yz) + xyz sin(yz))i

+ (y cos(yz)− y cos(yz))j + (z cos(yz)− z cos(yz)k = 0

s̊a F är ett potentialfält.

4.
Betrakta ytan S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} och l̊at F : R3 → R3 vara

ett vektorfält som ges av formeln

F(x, y, z) = (−ex cos y, ex sin y, z6)

för alla (x, y, z) ∈ R3. Beräkna flödet av F genom S orienterad med en normal
som pekar bort fr̊an origo.

Solution:
Vi kan använda oss av Gauss sats för att räkna ut flödet. L̊at V vara klotet

med randen S. D̊a är∫∫
S

F · n̂dσ =

∫∫∫
V

divFdxdydz =

∫∫∫
V

(−ex cos y + ex cos y + 6z5)dxdydz

=

∫∫∫
V

6z5dxdydz =

∫∫
x2+y2≤1

(∫ √1−x2−y2

−
√

1−x2−y2
6z5dz

)
dxdy = 0.

5. Beräkna kurvintegralen ∫
Γ

F · dr

där F(x, y, z) = (2yz, xz, xy) för alla (x, y, z) ∈ R3 och Γ är snittet mellan
cylindern {(x, y, z) : x2 + y2 = 1} och paraboliska cylindern {(x, y, z) : z = y2}
orienterad moturs sett fr̊an punkten (0, 0, 17).
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Solution:
Lösningsförslag saknas och inte kommer skrivas.

6.
Betrakta ett vektorfält

F(r, θ, ϕ) = (5 cos θ + r cos2 θ)er − sin θ(5 + r cos θ)eθ

som ges i sfäriska koordinater (r, θ, ϕ).

(a) Beräkna divF.

(b) Beräkna flödet ∫∫
S

F · n̂ dσ

där S är en slipad orienterad yta som är randen till en öppen mängd V
av volym π. Normalvektorn n̂ väljes s̊a att den pekar ut fr̊an V .

Solution:

(a) Vi räknar att

divF =
1

r2 sin θ

(
∂((5 cos θ + r cos2 θ)r2 sin θ)

∂r
− ∂((5 + r cos θ)r sin2 θ)

∂θ

)
=

1

r2 sin θ

(
(cos2 θ)r2 sin θ + 2(5 cos θ + r cos2 θ)r sin θ

+(r sin θ)(r sin2 θ)− (5 + r cos θ)(2r sin θ cos θ)
)

=
1

r2 sin θ

(
r2 cos2 θ sin θ + r2 sin3 θ

)
=
r2 sin θ

r2 sin θ
= 1

(b) Vi kan använda Gauss sats för att räkna∫∫
S

F · n̂dσ =

∫∫∫
V

divFdxdydz =

∫∫∫
V

dxdydz = π.
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