TATA44/TEN1 Tentamen, 2021-01-05

Vektoranalys

1.

Betrakta en yta S som beskrivs i cylinderkoordinater av ekvationen z =
f(p, @) dir (p, ) varierar i ett omrade D dir p #r positivt och f &r ett C*
funktion.

(a) Ge en parametrisering u: D — S av ytan S dir u(p, @) dr kartesiska
koordinater (d.v.s. zyz-koordinater) av en punkt pa S.

(b) Visa att arean av ytan S ges av formeln

// \/1+f’ (p.p f”’(g ey pdpdep.

Solution:
(a) u(p, ) = (pcosyp, psine, f(p,¢)).

(b) Vi rdknar att

w,(p, ) = (cosp,sing, f(p,¢))

!

ug,(p, ) = (—psing, pcosp, fi,(p,¢))

sa en normal till ytan ges av

w,(p, ) x ul(p, p)
= (fo(p,0)sing — f1(p,p)pcos o, —f(p, ©)psing — f(p, ) cosp, p).

Darfor ar arean av S lika med

// do:/ [uy,(p, @) x ug,(p, ¢)ldpdy
//\/ L+ fr(ps f/(p 2) pdpdip.

2.

Anvind formeln fran uppgift (1)(b) for att berdkna arean av en yta S som
ges i cylinderkoordinator av ekvationen z = p?sin(2¢p) dér (p, ) varierar i ett
omrade D = {(p,¢): 3 S p<V2,0<p <7}

Solution:



Vi anviinder formeln fran 1(b) med f(p, p) = p?sin(2p) och D = {(p,): 1 <
p<V2,0< p <7k

//da—// \/1+f’ (0, f(/;w) pdpdy
/ / \/ + (2psin(2¢))* + i C(;b(mp)) pdpdep

:// vV 1+ 4p? pdpde
0 J3

V27— 2v2) _
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.k 2)3/2
—71'{12 (1—|—4p) }
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3.
Betrakta vektorfiltet F: R® — R3 som #r definierad enligt formeln

F(z,y,2) = e* Vi + ej.

Avgoér med bevis om F &r ett potentialfilt eller inte.

Solution:

Funktionen F #r en C! funktion och #r definierad i en enkel sammanhiingande
méngd. Dérfir dr den en potentialfilt om och endast om rot F = 0. Vi riknar
att

rot F = (0,0, ye™¥ — e* 1Y)

som inte &r noll (t.ex. &r rot F(1,1,1) = (0,0, (1 — e)e) och dérfor &r F inte ett
potentialfalt.

4.
Betrakta ytan S = {(x,9,2): y = 10 — 22 — 22,y > 1} orienterad s& att
enhets normalen n har en positiv y-komponent. Berékna

// rot F-ndo
s

F(z,y,2) = (2zyz + 5z, €” cos(yz), 2°y).

dar

Solution:
Lat ' = {(z,y,2): 22 + 22 = 9,y = 1} orienterad moturs sett fran (0, 10,0).

Enligt Stokes sats ar
/-/rotF~f1da:/Fodr.
s r

Vi parametriserar I' med u(t) = (3sint, 1,3 cost) for ¢ € [0,27) och dérfor &r

2m
/ F.dr = / (18 costsint 4 15cost, et cos(3 cost), 9sin®t) - (3cost,0, —3sin t)dt
r 0

27
= / 54 cos® tsint + 45 cos? t — 27 sin® tdt = 457
0




5.
Betrakta vektorfiltet F(z,y,z) = %(z,y,z). Man kan litt kontrollera att

divF = 1.
Anvind F och Gauss sats for att berikna volymen av

M= {(z,y,2): 32> + 3y =16 < z < 9 — 2% — y°}.

Solution:
Enligt Gauss sats dr volymen av M lika med

// divFdzdydz = // F-ndo
M oM

dir n dr normalen som pekar utat fran M. Vi delar OM = S; U Sy dar Sy
parametriseras med u(z,y) = (7,9,9 — 22 — y?) och S, parametriseras med
uy(z,y) = (7,5, 32% +3y% —16) for 2% +y? < 25/4. Med dessa parametriseringar

// FfldU:// F-flld(f—// F'ﬁng’
oM S1 Sa

dar ny och n, dr normalerna inhdmtade fran u; respektive us. Vi raknar

1
// F~f11dc7:f// (z,9,9 — 2% — %) - (22, 2y, 1)dzdy
S 3 2492<25/4

27 5/2 or [r4  op2 5/2
drdfd = — | — + —
/ / 1" + 9)rdr 3 {4 5 ]O
och

1
// F nydo= - // (z,y,32% 4+ 3y* — 16) - (=62, —6y, 1)dzdy
Ss 3 ) a2 qy2<25/4

21 £5/2 215/2
/ / 32 _ 16)rdrdf — 2~ [—?’T - 162’" ]
0

sa volymen av M &r

2 25r21%% 62
// F.ﬁldg_// F-ﬁ2da:7r{r4_~_ 5T} _ 6257
S, S5 3 2 1y 8

Kom ihag att Greens formel séger att

[ (- o

dir D ir ett begrinsad 6ppen mingd i R? med en tillréickligt snill rand 9D
orienterad moturs, och P och @ #r C! funktioner definierade pa D U dD. Visa
med hjélp av vektorfiltet

F(z,y,2) = P(z,y)i+ Q(z,y)j

att Greens formel &r ett specialfall av Stokes sats.




Solution:
Vi tillimpar Stokes sats till omradet S = D x {0}. Vi far att

//rotF~ﬁda:/F-dr.
s r

dar I' = 9D x {0} &r randkurvan till S som &r orienterad moturs sétt fran
(0,0,1).

Eftersom enhets normalen till S dr (0,0,1) dr véinsterledet bara integralen
av tredje komponenten av rot F 6ver S:

Jen e [ 2230 [ (32

ty P och @ &r oberoende av z och S ligger i xy-planet.
Aterigen eftersom P och Q #r oberoende av z och I' &r en kurva i zy-planet
ar

/FF~dr:/F(P,Q,O)~(dx,dy,0):/FPdaH—Qdy.

Darfar far vi att

// (8@ al;)d dy—//srotF~ﬁda:/FF-dr:/aDde—i—Qdy

som ar Greens formel.




