TATA44/TEN1 Tentamen, 2021-08-25

Vektoranalys

1. Berikna fv F - dr dir F(z,y) = e®i+ 2zj och v dr randkurvan till omradet
D i figuren nedan orienterad moturs.

Y
5] y=2+cosx
D
y =sinx
0 ™ x

Solution: Vi tillimpar Green’s sats for att se att

/F'dr:/ewdx—i—%cdy:// M—%alxdy:// 2dxdy.
~ 5 D ox 3y D

Vi kan sedan berdkna att

T 2+cos T T
// 2dxdy = / (/ 2dy> dx = 2/ (2 + cosx —sinz)dx
D 0 sinx 0

= 2(2z +sinz + cosz)|y = 4m — 4.

2.
Betrakta en enkel sammanhingande mingd 2 C R? och en kontinuerligt
deriverbart vektorfilt F: Q — R3.

(a) Bevisa foljande pastaende.

rot F(x) = 0 i varje punkt x € @ = [ F-dr =0 for alla slutna C*-kurvor v i Q.

(b) Vad kan ga fel med ditt bevisi (a) om € inte #r en enkel sammanhéngande
méngd?

Solution:

(a) Varje C'-kurvaien enkel ssmmanhiingande miingd dr randen till delméingd
av . Lat D vara delméngden av 2 som har randen 7. Vi kan beriikna
med hjélp av Stokes sats att

/F-dr:// rotF-flda://O~ﬁda:0.
2 D TJJ/p

rotF=01iD



(b) Om Q inte dr en enkel sammanhingande méngd kan D hamnar utanfor
Q, och vi vet inte att rot F = 0 dér.

3.
Betrakta vektorfiltet F: R® — R3 som #r definierad enligt formeln

F(z,y,2) = (6zy® — 32%)i + (y° + 62°)j.

Avgor med bevis om F &r ett potentialfilt eller inte.

Solution:

Funktionen F &r en C' funktion och #r definierad i en enkel sammanhingande
miéngd. Déarfor dr den en potentialfélt om och endast om rot F = 0. Vi berdknar
att

rot F = (0,0, 0(y*+62%y) /0x—0(62y* —322) /0y) = (0,0, 12zy—12zy) = (0,0,0)

och darfor ar F ett potentialfalt.

4.
Betrakta ytan S = {(x,9,2): y = 12 — 2% — 22,y > 3} orienterad sa att
enhets normalen n har en positiv y-komponent. Berdkna

// rot F-ndo
s

F(z,y, 2) = (2zyz + 5z, €” cos(yz), z2y).

dar

Solution:
Lat ' = {(z,y,2): 22 + 22 = 9,y = 3} orienterad moturs sett fran (0,12,0).

Enligt Stokes sats ar
/-/rotF~f1da:/Fodr.
s r

Vi parametriserar I' med u(t) = (3sint, 3,3 cost) for t € [0, 2m) och dérfor &r
2m .
/ F.dr= / (54 costsint + 15cost, e*5™ " cos(9 cost), 27sin? t) - (3cost, 0, —3sin t)dt
r 0

27
= / 162 cos? tsint + 45 cos® t — 81 sin® tdt = 457.
0

5.
Betrakta vektorfiltet F(z,y, z) = %(x, Y, z). Man kan l4tt kontrollera att

divF = 1.
Anvind F och Gauss sats for att berdkna volymen av

M ={(z,y,2): 32> +3y> — 16 < 2 < 9 — 2 — ¢}



Solution:
Enligt Gauss sats dr volymen av M lika med

// divFdzdydz = // F-ndo
M oM

dir n 4r normalen som pekar utat fran M. Vi delar OM = S; U Sy dar Sy
parametriseras med u(z,y) = (7,9,9 — 22 — y?) och S, parametriseras med
uy(z,y) = (7,5, 32% +3y% —16) for 2% +y? < 25/4. Med dessa parametriseringar

// FﬁdUZ// F-ﬁld(f—// F'ﬁQdO'
oM S1 Sa

dér n; och ny dr normalerna inhdmtade fran u; respektive us. Vi riknar

1
// F~f11d0:f// (z,9,9 — 2% — %) - (2, 2y, 1)dady
S1 3 z2+4y2<25/4

1 27 p5/2 ) o [r4 02 5/2
=z drdd = — | — 4+ —
3/0 /0 (r* +9)rdr 3 [44- 2]0

och
1
// F -nydo= - // (z,y, 32 + 3y* — 16) - (=62, —6y, 1)dxdy
So 3 z2+y2<25/4

1 [2% [5/2 9 304 160271°/2
= 7/ / (=3r? — 16)rdrdf = ldi Pk
3Jo Jo 30 4 2 |,

sa volymen av M &r

2 625

2 2572
// F-fllda—// F-ﬂgdozﬂ[r‘l—&— T}
s, s, 3 2 |, 8

Berikna flodet av vektorfiltet F(x,y, z) = zy?i + 3] + 42?2k ut ur randen
till V = {(z,y,2): 22 +y? < 4,0 < z < 5}.

6.

Solution:
Vi tillimpar Gauss sats for att fa

// F - ndo = // div Fdzdydz
oV v
= /// (y* + 3y + 42?)dadydz
%
5
= // (/ (4y? + 4x2)dz> dzdy
{a2+y2<4} \Jo
=20 / / (y2 + 2%)dxdy
{a2+y2<4}

27 2
:20/ (/ p2pd,0)dq5:20~27r-4:1607r.
0 0




