TATA44/TEN1 Tentamen, 2021-10-25

Vektoranalys

1. Berdkna arean av den del av planet 2x + 2y + z = 1 som &r innanfor
paraboloiden z = 22 + y2.

Loésning:

Planet skiir paraboloiden d& a2 + y? + 2z + 2y = 1, vilket ger (x +1)%+ (y +
1)2 = 3. I de punkter som dr innanfér paraboloiden z = 22 + y? &r z > 22 + y2,
och i de punkter pa planet 2z + 2y + z = 1 som &r innanfér paraboloiden har vi
z=1-2x—2y > 22 +y2. Av detta foljer att 2 4 2z +y? + 2y < 1 och siledes
ar (r 4+ 1)2 4+ (y + 1)? < 3. Definiera

D={(z,y): (x+1)*+ (y+1)* < 3}.
Da soker vi arean av ytan
S={(z,y,2): 20 +2y+2=1, (x,y) € D}.
Parametrisera ytan S genom ortsvektorn
r(z,y) =xi+yj+ (1 -2z —-2y)k, (z,y) €D.

Vi har r), x rj, = (i — 2k) x (j — 2k) = 2i + 2j + k. Den s6kta arean &r da
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eftersom ||| p dzdy dr arean av omradet D, som &r en cirkelskiva med radie V3.

2. Beridkna ytintegralen
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dér S den del av sfiren 22 4 y? + 22 = 2 som é#r innanfér konen z = /x2 4 y2.

Losning: Insittning av z = v/22 4+ y2 i ekvationen 22 + 3% + 22 = 2 vilket ger
222 = 2, det vill siiga z = 1 eftersom z > 0. Da sir S: 22 +y2 +22 =2, 2 > L.
Infor sfiriska koordinater (r,6,¢). Pa S arr =v2och 0 <0 < 7/4, 0 < ¢ <
2. Satt D 1 0 < 6 < 7w/4, 0 < ¢ < 2m. Parametrisera S med ortsvektorn
r(6,¢) = V2 med (0,4) € D. En standardriikning ger

ry X ry = 2sinft,
av vilket det foljer att
| x 1| = 2sin6.

Vi har da
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3. Betrakta ytan
S={(x,y,2): z=4—4a® —y?, 2> 0},
orienterad sa att normalen har en icke-negativ z-komponent, och vektorfiltet

F(z,y,2) = (xg,eyQ + x, ze™).

// rot F -ndo.
S

[Tips: Skriv om integralen till en integral 6ver en annan yta.]

Berikna

L6sning: En standardberikning ger att rot F(z,y, 2) = zxe®¥i — yze®¥j + k.
Vi kan anvénda Stokes sats tva ganger for att se

//rotF~f1dU:/F~dr:// rot F-ndo
S ¥ 4

dir v = {(z,y,2): 42? +y?> = 4,2 = 0} och §' = {(z,y,2): 42 +y? < 4,2 = 0}.
En annan standardberikning ger att rot F = k och in = k pa §’, sa

// rotF'ﬁdU:// dxdy = 2.
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Alternativt kan man parametrisera S’ med r(p,¢) = (pcos@,2psine,0) for
0<p<lochO<¢<2nm Daér
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4. Definitionsméngden for vektorfaltet
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ar D = {(z,y,2): y # 0}.



(a) Hitta en potential for F.

(b) Beridkna arbetet

/F~dr
.

dér v dr en kurva i D fran punkten (0,1, 3) till (1,1,2).

Losning:

(a) Vileter efter ett ¢ sadant att V¢ = F. Eftersom ¢/ (z,y, z) = zt20” maste

y2
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o (x,y,2) =
och vi maste ha g (y, z) = —1/y*. Dérfor ér g(y, z) = 1/(2y*) + h(z). Men
eftersom ¢, =0 &r h/(z) =0 s&
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dr en potential till F. (Ditt svar kan forstas skilja sig at med en konstant.)
(b) Vi kan anvénda potentialen for att berikna
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5. Beriakna flodet av vektorfiltet
F(x,y,2) = (3z,2y,4z)

ut genom randen av kuben Q = {(z,y, 2): |z] < 2, |y| < 2,|z| < 2}.

Losning: Enligt Gauss sats kan vi beridkna att
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= (3+2+4)4® = 576.

6. Bektrakta vektorfiltet
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(a) Berékna rotationen av F.



(b) Berikna

/F-dr
.

dér v dr skiirningskurvan mellan konen 22+ y? = 22 och planet x+2z = 1
orienterad moturs sett fran (—1,0,9).

Losning:

(a) Vi berdknar att

L o ( x+y O (z—y
_ - = k
rot F(z,y,2) =01+ 0j + <8x (xg_l_yg) By <$2+y2>>

(@ +y) (@ +y)2e @y (g2,
- < (332 + y2)2 + (xQ T 92)2 > k=0

for (z,y) # (0,0).

(b) Skérningskurvan mellan konen x? + y? = 22 och planet z + 2z = 1 #r en
kurva med ekvationerna
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T+ 2z=1.

Ta ytan S lika med en ”strumpa” som inte skér z-axeln och har randkur-
vorna v och 7o, diir y9 = {(x,y,2): 22 + y?> = 1,z = 0}, och orientera ~q
moturs sett fran (0,0,9).

Enligt Stokes sats ér
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Vi kan till exempel parametrisera vo med r(6) = (cos6,sin6,0) for 0 €
[0,27]. Sa

2m
/ F.dr = / (cosf —sin6,cosf +sinb,0) - (—sind, cosd,0)dd
Yo 0

27
= / sin? 6 + cos® 0d6 = 2.
0




