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Vektoranalys

1. Beräkna arbetet ∫
γ

F · dr

som utförs av vektorfältet

F(x, y, z) = y2i + y2j + y2k

längs kurvan γ som är cirkeln p̊a sfären x2 +y2 +z2 = 1 med z = 1/2 orienterad
medurs sett fr̊an origo.

Lösning:
Kurvan γ är en cirkel som uppfyller z = 1/2 och x2 + y2 + 1/4 = 1, s̊a vi

kan parametrisera den med
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)
för 0 ≤ θ < 2π.
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∫ 2π

0

sin3 θ + sin2 θ cos θdθ = 0

2. Beräkna flödet av vektorfältet

F(x, y, z) = yezi + yzk

ut genom begränsningsytan S till tetraedern

V = {(x, y, z) : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ 2y + z ≤ 4}.

Lösning: Genom en tillämpning av Gauss sats kan vi beräkna∫∫
S

F · ndσ =

∫∫∫
V

divFdxdydz =

∫ 2

0

(∫ 4−2y

0

(∫ 4−2y−z

0

ydx

)
dz

)
dy

=
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(4− 2y − z) ydz
)
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=
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=
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3. Använd Greens sats för att beräkna arbete som görs av kräften

F(x, y) = −2yi + xj

längs kurvan γ med parametriseringen

r(t) = (2 cos t, sin t) för t ∈ [0, 2π]

Lösning: Greens sats säger att∫
γ

Pdx+Qdy =

∫∫
D

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dxdy,

där ∂D = γ är orienterad moturs. S̊a vi tillämpar den med Q(x, y) = x och
P (x, y) = −2y:∫

γ

F · dr =

∫
γ

Pdx+Qdy =

∫∫
D

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dxdy =

∫∫
D

1 + 2dxdy

där D = {(x, y) : x2/4 + y2 ≤ 1}, s̊a
∫
γ
F · dr = 6π.

4.
L̊at S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = a2} vara en sfär med en given radie a > 0.

(a) Beräkna
∫∫
S

(x2 + y2 + z2)dσ.

(b) Beräkna
∫∫
S
z2dσ.

Lösning:

(a) Vi parametriserar ytan S med u(θ, ϕ) = (a sin θ cosϕ, a sin θ sinϕ, a cos θ)
där θ ∈ [0, π] och ϕ ∈ [0, 2π]. D̊a är u′θ(θ, ϕ) = (a cos θ cosϕ, a cos θ sinϕ,−a sin θ)
och u′ϕ(θ, ϕ) = (−a sin θ sinϕ, a sin θ cosϕ, 0) s̊a∫∫

S

(x2 + y2 + z2)dσ =

∫ 2π

0

∫ π

0

a2a2 sin θdθdϕ = 4πa4.

(b) Enligt symmetri är
∫∫
S
x2dσ =

∫∫
S
y2dσ =

∫∫
S
z2dσ s̊a utifr̊an (a) ser vi

att ∫∫
S

z2dσ =
4πa4

3
.

5. Betrakta en enkel sammanhängande mängd Ω ⊆ R3 och en kontinuerligt
deriverbart vektorfält F : Ω→ R3.

(a) Bevisa följande p̊ast̊aende.

rotF(x) = 0 i varje punkt x ∈ Ω =⇒
∫
γ
F · dr = 0 för alla slutna C1-kurvor γ i Ω.
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(b) Vad kan g̊a fel med ditt bevis i (a) om Ω inte är en enkel sammanhängande
mängd?

Lösning:

(a) Varje C1-kurva i en enkel sammanhängande mängd är randen till delmängd
av Ω. L̊at D vara delmängden av Ω som har randkurvan γ. Vi kan beräkna
med hjälp av Stokes sats att∫

γ

F · dr =

∫∫
D

rotF · n̂dσ =
↑

rotF = 0 i D

∫∫
D

0 · n̂dσ = 0.

(b) Om Ω inte är en enkel sammanhängande mängd kan vi inte garantera att
D är en delmängd av Ω, och vi vet inte att rotF = 0 utanför Ω.

6.
Betrakta vektorfältet F : R3 → R3 som är definierad enligt formeln

F(x, y, z) = (6yz2 − 3y2)j + (z2 + 6y2z)k.

Avgör med bevis om F är ett potentialfält eller inte.

Lösning:
Funktionen F är en C1 funktion och är definierad i en enkel sammanhängande

mängd. Därför är den en potentialfält om och endast om rotF = 0. Vi beräknar
att

rotF = (∂(z2+6y2z)/∂y−∂(6yz2−3y2)/∂z, 0, 0) = (12yz−12yz, 0, 0) = (0, 0, 0)

och därför är F ett potentialfält.
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