TATA44/TEN1 Tentamen, 2022-10-25

Vektoranalys

(a) Identifiera vilken eller vilka av féljande funktioner ér vektorfilt och vilken
eller vilka &r skalarfalt:
(1) flz,y,2) =22 +y* + 2%
(i) g(z,y) = (zy, 2> —y*); och
(i) h(z,y,2) = ﬁ(sin x,tany + e*, xyz).

(b) Ge ett exempel av en fysikalisk storhet som kan representeras av ett vek-
torfilt.

(¢) En kurva parametriseras av funktionen «(t) = (cost,sint,t). Ge en tan-
gentvektor till kurvan i punkten (1,0, 27).

Losning:
(a) (i) ett skaldrfalt;
(ii) ett vektorfilt; och
(iii) ett vektorflt.

(b) Hastigheten av en vitska i en behallare, gravitationskraften i solsystemet,
elektriska falt, magnetfilt, med flera.

(¢) Vi kan berdkna att y(27) = (1,0,27) och ~/(¢) = (—sint,cost, 1), sa
v (27) = (0,1,1) &r en tangentvektor till kurvan i punkten (1,0, 27).

2.
Betrakta ytan S = {(x,y,2): 22 + 9% + 22 = 1} och lat F: R? — R? vara
ett vektorfilt som ges av formeln

F(z,y,2) = (—e” cosy, e® siny, 2°)

for alla (x,y, z) € R3. Beriikna flodet av F genom S orienterad med en normal
som pekar bort fran origo.

Losning:
Vi kan anvinda oss av Gauss sats for att rakna ut flodet. Lat V' vara klotet
med randen S. Da ar

// F - ndo = // divFdzdydz = /// (—e” cosy + e® cosy + 62°)dxdydz
s v v

Vi—a?—y?
= /// 62°drdydz = // / 62°dz | dedy = 0.
v w2 4y2<1 \J—/1-a2—y2




3. Berakna flodet av vektorfiltet
F(z,y,2) = (96\/962 + 2,y + 2, 0)

ut genom begrénsningsytan till volymen

V= {(z,y,2): 2® +y> < 4,|2| < 1,y > 0}.

Losning:
Enligt Gauss sats dr flodet

// F -ndo = /// div Fdxdydz.
v 1%

Darfor beraknar vi att

2 2
divF(z,y,2) = z2+y2—|—7x + :c2+y2—|—7y =3V 2?2 + 92,

sa vi ser genom att byta till polarakoordinator att flodet &r

2 1 T
// divFdzdydz = / / / 3p pdpdzdp = 167.
v o J-1Jo

4.
Betrakta vektorféltet F(p, ¢,z) = p™e, (som ges i cylindriska koordinater)
for p > 0 och ett heltal n.

(a) Berékna divF.
(b) Berdkna graddiv F.

(¢) For vilka n lser F ekvationen grad divF = 07

L&sning:
(a) Lo(mp)
: P'p n—1
divF = — =(n+1
> op (n+1)p
(b)

o((n+1)p" 1)

graddivF = ap

e, =(n+1)(n-1)p" e,

(c) graddivF = (n+1)(n — 1)p" %€, = 0 om och endast om n = +1.

5. Betrakta vektorfiltet

A(m,y,z):( —Y ”““ 0).

x2+y2’ Q)2+y2’
och skalarfaltet

o(x,y,z) = —arctan <x)
Y



(a) Beriikna rotationen av A.

(b) Ar A ett potentialfilt med potential ¢?

Losning:

. . 9.2 2
(a) rot A = 0i + 0.] + (mZin - (.7:2—}2-22)2 mzin - (mziz_ly2)2) k=0.

(b) Vi kan rikna ut att V¢ = A niir bada funktionerna #r definierade, men
A ir definierade pa alla punkter dir 22 4+ y? # 0 och ¢ #r definierad pa
den mindre méngden dér y # 0, sa ¢ inte ar ett potential till A.

Svaret pa del (a) medfor inte att A dr ett potentialfilt, eftersom A:s
definitionsméngd inte dr en enkel sammanhéngande méangd.

6. Berikna kurvintegralen / A - dr dar
r
—y T
A = —— ——— 0
(m,y,z) (I2+y2’132+y27 )

och T #r skirningskurvan mellan planet 2 +2y-+3z = 10 och cylindern 2 +y2 =
2. Kurvan genomldps moturs sett fran punkten (0,0, 17). Motivera noga!

Loésning:
En standardrékning ge

VxA=0

i alla punkter dir z2 + 32 # 0. Lat I'; vara kurvan 2 +y2 = 2, z = 0. Kurvan
I'UT; utgér randen till en yta S (ett ben pa en leggings) pa vilken A dr C!
och V x A = 0. Enligt Stokes Sats har vi

A~dr://(V><A)~ﬁdS:O
rur, S

och av detta foljer det att

/A~dr: A -dr
r Iy

didr I' och Iy genomléps i samma positiva riktning (d.v.s. moturs sett fran
(0,0,17)). Vi parametriserar I'; genom ortsvektorn

r(¢) =2cos i+ 2sin gy

med ¢ : 0 — 2x. Vi far nu

Alr(o)) = (522,290 o)

och



21
Acdr= [ Awo) ¥ (0)do
o %ﬂgﬁ —2sin ¢
:/ °°2S¢ - | 2cos¢ | do
0 0 0
27
:/ d¢
0

= 2.

'y




