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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2023-08-24 k1 14.00-19.00
Inga hjdlpmedel ar tillatna. Fullstdndiga losningar krdvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5

ricker 8/11/14 podng och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 podng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminart kl 21.00.

1. (a) Bestim alla hela analytiska funktioner f sidana att Im f = 22 + 2.
(b) Los ekvationen cos z = 5/4. Svara i rektangulér form.

(¢) Vilken multiplicitet har nollstéllet z = 1 till funktionen f(z) =1+ coswz?

2. Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som avbildar hogra halvplanet Rez > 0 pa omradet |w| > 1.
Bestdm sedan bilden i w-planet av linjen Rez = —1 i z-planet under avbildningen w(z).

3. Berdkna med residykalkyl

/°° dx
oo (= 20) (22 +1)2°
4. Bestdm antalet nollstéillen som funktionen
f(2) = 2° + (34 4i)2% + €
har i den slutna cirkelringen 1 < |z] < 2.

5. Lat C vara halvcirkeln i hogra halvplanet fran z = —2i till z = 2i. Berdkna

tan z
/ 5 dz.
c <

6. Antag att f ar analytisk i en punkterad skiva 0 < |z — zg| < 0.

(a) Definiera vad som menas med Res,—,, f(z), residyn for f i punkten z.
(b) Om f(z) = g(2)/(z — 20)", déir g dr analytisk i z9 och N € {1,2,3,...}, hiirled ett uttryck
for Res,—., f(2).

(¢) Om f(z) = p(2)/q(z), dar p och ¢ ar analytiska i zp och ¢ har enkelt nollstélle i zg, hirled
ett uttryck for Res,—., f(2).

7. Antag att f har isolerad singularitet i origo. Visa att e/, som ju ocksé har isolerad singularitet
i origo, inte kan ha pol dar.



TATA45 Komplex analys 2023-08-24, 16sningsskisser

1. (a) Om f = u + iv #r analytisk, si dr v = Im f harmonisk, enligt sats. Hir ir v = 22 + y?,
varfor Av = vy, + vy, =2+ 2 =40, sa v ir inte harmonisk; alltsa finns ingen analytisk

funktion f med den givna imaginédrdelen. Svar: Nagon sadan f finns inte.
(b) Sitt s =e%*; da dr s #0, och cosz = (s +s71)/2=5/4 & s> —55/2+1 =0 & s =2 eller
s9 = 1/2. Eftersom z = —ilogs far vi z = 2mm — iln2, m € Z, eller z = 2nmw — iln(1/2),
n € Z, som tillsammans kan skrivas Svar: z =2nm +iln2, n € Z.
(c) f(1) =14 cosmz,—; =0, f'(1) = —7wsinmz|.—; = 0 och f’(1) = —? COSTZ|—1 = 72 £ 0,
sa nollstéllet z = 1 har multiplicitet 2. Svar: 2.

2. Denna uppgift kan losas pa manga olika séitt, och manga olika w(z) 16ser problemet.

Lat L: Rez=0och L : |w| = 1. Punkterna z; = —1 och zo = 1 &r spegelpunkter m.a.p. L och
punkterna w; = 0 och we = oo ar spegelpunkter m.a.p. L. Om vi kompletterar med z3 = o0 € L
och w3 = 1 € L och sedan bestdammer den Mdbiusavbildning w(z) som ar sadan att (21, 22, 23) —
(w1, wa, ws) kommer L att avbildas pa L, och eftersom z; = 1 ligger i omradet Rez > 0 och
wg = oo 1 omradet |w| > 1 kommer w(z) att avbilda pa det énskade séttet: Rez > 0 — |w| > 1.

Vara tripplar ger, via ansatsen (w — 0)/1 = k(z + 1)/(z — 1) och insdttning av oo — 1 att
w=(z+1)/(z-1).

Lat T': Rez = —1. Vi noterar att 1 — oo och att 1 ¢ T', och darfor ar bilden I en vanlig cirkel
|w — ¢| = r, ddr centrum ¢ = w(—3) = 1/2 eftersom 1 och —3 dr spegelpunkter m.a.p. I" och oo
och ¢ ar spegelpunkter m.a.p. I'. Till sist, —1 € T’ ger att w(—1) =0 €T, sa r = 1/2, och cirkeln
ar lw—1/2| =1/2. Svar: T.ex. w = (2 + 1)/(z — 1); bilden blir da cirkeln |w —1/2| = 1/2.
(Anmérkning: Alla méjliga avbildningar ges av w(z) = A(2 — (—a+ b)) /(2 — (a + b)), dér a > 0, b€ R, [\[ = 1;
dé blir bilden cirkeln |w — A/(a + 1)| = a/(a + 1). Avbildningen ovan ér alltsé fallet a =1, b=0, A =1.)

3. Lat f(2) = 1/((z — 20)(2* + 1)?) = (2 — 2i)"}(z — i)7%(z + 1)~ ?; da &r den sdkta integralen
I = [%_ f(z)dz. Eftersom f ér singulir i z = =i (dubbelpoler) och i z = 2i (enkelpol) ér det
enklast att integrera langs konturen Cj; — Ly, dir C; ér halvcirkeln fran z = —R till z = R i undre
halvplanet och Lg ar strackan fran z = —R till z = R (rita figur, och observera orienteringen).
Residysatsen ger da R ar stort (R > 1 récker)

i e G220 )
O [, S0 = e

=2mi(—(z —2i) % (z — i) 2 —2(z — 2i) (2 — i)_B)‘Z:ﬂ.

ML-uppskattning ger, eftersom |z —2i| > |z| —|2i| = R—2 > 0 och |2+ 1] > [2|*>—|1| = R?—~1>0
pa Cp for stora R, att

TR .
S(R—Q)(R2—1)2—>O da R — oo,

f(z)dz

Cr

av gradskal, och eftersom fLR f(z)dz = ffR f(z)dz — I da R — oo far vi genom att lata R — oo
i(x)att 0—1I=—2mi/9, d.v.s. att I = 2mi/9. Svar: 27i/9.

4. Pa cirkeln |z| = 2 skriver vi f(z) = g(z) + h(z) med
g(z) =2° och h(z) = (3+4i)2% + €',

Eftersom [g(2)] = |2|> = 32 och |h(2)| = |(3 + 4i)2% + | < [(3 + 44)22| + [e¥*| = 5|z +e7¥ <
20 + €% < 20 + 3% = 29 dér ser vi att |g(z)| > |h(z)| for alla punkter pa cirkeln |z| = 2. Rouchés
sats medfor att g(z) + h(z), alltsa f(z), har lika manga nollstéllen i |z| < 2 som g(z), d.v.s. 5 (inga
nollstéllen finns pa cirkeln |z| = 2).



P4 cirkeln |z| = 1 skriver vi f(2) = g(z) + h(z) pa ett annat sitt:
g(z) = (3+4i)z* och h(z)=2"+ ¢

P& denna mindre cirkel dr |g(2)| = 5|2|? = 5 medan |h(z)| = |2° + €| < [2°| + ]| = |2]° +e7¥ <
1+e! <143 =4, sad Rouché ger att f(z) har lika manga nollstéiillen i |z| < 1 som g(z), d.v.s. 2.
Sammantaget har f(z) saledes 5 — 2 = 3 nollstéllen i 1 < |z] < 2. Svar: Tre.
. Integranden
tan z sin z
(z) = 22 22cosz
har singulariteter dir z = 0 och dér cosz = 0, och det senare giller da e** = —1, d.v.s. d&

z = (log(—1))/2i =n/2+ nmw, n € Z.

Lat 0 < e <m/2ochlat Ly . och L_ . vara strickorna fran ie till 2¢ respektive fran —2i till —ie,
och 1at C, vara halvcirkeln z = ee? 0 : —7/2 = 7/2;dd &r I'c = C' — Ly .—Cc—L_ . en positivt
orienterad kontur (rita figur!). Innanfor I'. finns endast singulariteten 7/2, sa

* = = 271 — W'M __&
( ) /Fe f(Z) 4= /C—L+,e—CE—L,e f(Z) de=2 ZZBS?Qf(Z) - %(COSZ) |z=m/2 S

Vidare, parametriseringarna z = iy, y : =2 —+ —¢€, av L_ . och z =1y, y : € = 2, av L, . ger, om
vi noterar att f(iy) = tan(iy)/(iy)? = —i(tanhy)/y? och dz = i dy pa bada, att

~¢ tanh % tanh
@der [ g@de= [y [ a0,
L_. L. -2 Y € Y

eftersom integranden (tanhy)/y? dr en udda funktion.

Nu aterstar bara integralen lings C.. Sitt g(z) = tan z; d& #r g udda, och ¢’(0) = 1 +tan?0 = 1,
s g(z) = 2+ O(23) och dirmed ir f(z) = 1/2+ O(z), varfor, med parametriseringen av C ovan,

dz /2 jeelf . .
f(z)dz = — + O(2)dz = 5 do + OR)dz=ir+ | O(z)dz —ir
C. c. ? C. —n/2 €€ C. C.

da e — 07, eftersom O(z) ar begrdnsad niara z = 0 (mer an sa: O(z) — 0 da z — 0, men det
behovs inte) och lingden av C, gar mot noll da € — 0%.

Lat slutligen € — 01 i (). D& far vi

81 t 8
/f(z)dz—O—iW:——Z, d.v.s. / agzdz:i<7r—).
C s c < s

. Se kompendiet, Avsnitt 5.1, ndrmare bestdmt Definition 5.1, Proposition 5.4 och Foljdsats 5.5.
(Observera att uttrycken i (b) och (c) ska hdrledas, sa det récker inte att bara skriva upp dem.)

. Antag motsatsen, d.v.s. att e/ har pol i origo. Da finns ett heltal N > 1 och en funktion g som &r
analytisk i origo, och darmed i nagon skiva |z| < d, och som uppfyller att g(0) # 0 sadana att

2 _ 9(2)

ef(?) £ 0, alltid, sa g(z) # 0 i hela skivan |z| < 6, och derivering av ovanstaende samband ger

/ /
f& ey 9 Ng(2) ) a9z N
e’ fl(2) N N och darmed f/(2) o) 2 0< |zl <.

Integration langs cirkeln C, : |z| = p ett varv moturs, dér 0 < p < ¢, ger nu

/
oz/ f’(z)dzz/ 9(Z>dz—N/ L _o-No2mi 20,
c, C, an

9(2)

eftersom f’ har en primitiv funktion (némligen f) i 0 < |z] < § och ¢'/g &r analytisk i |z| < . Vi
har alltsa landat i en motsigelse, och dirfér kan e/ inte ha pol i origo, vilket skulle bevisas.



TATA45 Komplex analys 2023-08-24, kommentarer

1. (a) Man kan ocksa visa att 16sning saknas genom att undersoka vad Cauchy-Riemanns ekvationer
ger, vilket ocksa de allra flesta gjorde: u), = v, = 2y ger u = 2zy + ¢(y), dér (y) r en
reellviird funktion av en reell variabel. Insittning i u;, = —v;, = —2z ger sedan ¢'(y) = —4z,
vilket &r en motségelse eftersom ¢’ (y) endast far bero pa y; alltsa finns det ingen hel funktion f
med Im f = v. Observera att motsdgelsen uppstar redan nir man ser att ¢'(y) = —4x, och
det finns darfér ingen anledning att ga vidare déarifran — undvik det!

(b) Inget att kommentera.

—
o

) Flera blandar in alla nollstéllen for f(z) = 1+ cosmz, alltsd z = 1+ 2n, n € Z, oklart varfor.
Multipliciteten for ett nollstélle ar ju en lokal egenskap, och det enda som spelar roll héar ar
vad som hénder nira z = 1.

Nagra byter variabel, typiskt s = €™, och visar sedan att funktionen g(s) =1+ (s+1/s)/2
har dubbelt nollstélle i s = —1, vilket &r sant, men pastar sedan, utan vidare motivering, att
det medfor att den ursprungliga funktionen f(z) = 1+cosmz = g(e’™*) har dubbelt nollstille
i 2 =1 (OFULLSTANDIGT RESONEMANG). Att det rékar bli sa i detta fall beror pa att
(€'™#)’(1) # 0, men om man byter pa annat sitt, t.ex. s = 1 + cos 7z, blir g(s) = s, som har
enkelt nollstélle i s = 0 medan f(z) = g(1+ cos7z) fortfarande har dubbelt nollstélle i z = 1.

2. Att det finns sa stor frihet att hitta en Mobius w(z) som avbildar Rez > 0 pa |w| > 1 ndr man
inte har nagra ytterligare krav har vallat problem for en del.

Observera att de satser som finns i kursen rérande hur man kan avbilda en given C-cirkel pa
en given C-cirkel handlar om tva fall: (1) tre randpunkter pa tre randpunkter; och (2) par av
spegelpunkter pa par av spegelpunkter samt en randpunkt pa en randpunkt. Det gar inte att
blanda dessa och t.ex. avbilda tva randpunkter pa tva randpunkter och sedan komplettera med
att lata en inre punkt avbildas pa en inre punkt. Gér man sa madste man i efterhand bevisa att
den sa framtagna avbildningen avbildar pa cnskat sétt.

De allra flesta har latit (—1,1,0) — (0, 00, 1), enligt fall (2) ovan, och far da w = (1 + 2)/(1 — 2)
och bilden |w + 1/2] = 1/2, vilket ar en av odndligt manga korrekta 16sningar som finns.

3. Det gar naturligtvis bra att i stéllet integrera lings konturen C;[F + Lg, dar C;—E som vanligt ar
halvcirkeln fran R till —R i 6vre halvplanet, och det har ocksa de flesta gjort. Da far man rékna
ut tva residyer: en i dubbelpolen z = i (pa samma satt som residyn i z = —i beridknades) och en
i enkelpolen z = 2i; ML-uppskattningen pa C;g blir identisk med den pa Cp;.

Det vanligaste felet ar att hantera ML-uppskattningen pa vald halvcirkel Cg fel, typiskt

< ( ik eller UL eller rh

flz) dz R—2)(R2+1)2 IR — 2i|(R? — 1)2 (R—2i)(R* = 1)*

Cr

Den forsta beror pa en felvind triangelolikhet; den andra kan vid ett forsta paseende se vettig ut,
men |z — 2i| < |R — 2i| pa en del av Cg (rita figur!); den tredje &r dessvérre inte helt ovanlig men
ar grovt fel: uttrycket dér ar ju inte ens reellt (pastaenden som 2 < 5 + ¢ 4r meningslosa)!

4. Nagra tror att |e**| = 1 (FEL); detta giller endast om z € R, och allmint &r ju [e?*| = e7¥.
Ytterligare nagra pastar att |e?*| = €2 pa |z| = 2 och [e**| = el pa |z| = 1, vilket fortfarande ir
FEL men kanske inte lika grovt: det ér i alla fall sant att [e?*| < e” pa |z| = r niir r € {1,2}.

I 6vrigt forekommer ett antal "klassiska” fel i denna Rouchéuppgift. Se tentan 2021-01-16 f6r en
allméan diskussion.

5. Nagra tycks tro att C' &r randen till halvcirkelskivan |z| < 2, Rez > 0, alltsa att C innehaller
strackan mellan 27 och —2i pa imaginaraxeln (FEL). Om man tror det far man dessutom problemet
att integranden &r singulér pa denna kontur, ndmligen i z = 0, och da &r integralen odefinierad.

6. Inget att kommentera.

7. Nagra har undersokt det i sammanhanget mycket enkla specialfallet nar f har pol i origo, men
det ricker inte for podng — det intressanta fallet &r nér f har vasentlig singularitet dér.

Lars Alexandersson, 4 september 2023



