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Definition
Lat V vara ett F-vektorrum, och 1at F : V — V vara en linjar avbildning. Om v # 0 och
A € F uppfyller

F(v)=Av

sa kallas v for en egenvektor for F med egenvardet .
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Definition
Lat V vara ett F-vektorrum, och 1at F : V — V vara en linjar avbildning. Om v # 0 och
A € F uppfyller

F(v)=Av

sa kallas v for en egenvektor for F med egenvardet .
For A € I definierar vi motsvarande egenrum E) som

Ex={veV|F(v)=Av}=ker(F = Al).
Vi definierar ocksd spektrum o(F) fér F som méngden egenvarden:
o(F)={XeF | F(v) = Av for ndgot v # 0}.

Om F € {R, C} definierar vi ocksé spektralradien p(F) = )\ma(>ﬁ_) [Al
€o
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Lat P : R3 — R3 vara avbildningen med standardmatris

1 1 2 3
369
Egenvarde Egenrum
1 E; = span((1,2,3))
0 Eo={(x,y,z) €R3 | x+2y +3z=0}

Sé avbildningens spektrum ar o(P) = {0, 1} och spektralradien ar p(P) = 1. Geometriskt ar
avbildningen vinkelrat projektion pa linjen t(1,2,3).
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Lat G : Mat,(R) — Mat,(R) vara avbildningen som tar transponat:

G(A)=AT
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Lat D : C*°(R) — C*°(R) vara avbildningen som tar derivatan:

D(f(x)) = f'(x)

Varje A € R ar ett egenvirde, Ey = span(e™).

S4 avbildningens spektrum ar (D) = R och spektralradien &r p(D) = co.
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10

Betrakta avbildningen (Z,)? — (Z2)? med avbildningsmatris A = (1

> € Matz(Z2).

0

Det finns bara tre nollskilda vektorer: (é) , (1

1
) , <1> och ingen av dem ar egenvektorer. S&

o(A)=0.
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Definition
Lat A € Mat,(F). Det karakteristiska polynomet fér A definieras som

pa(t) = det(A — tl).
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Definition
Lat A € Mat,(F). Det karakteristiska polynomet fér A definieras som

pa(t) = det(A — tl).

Psas—1(t) sa det karaketeristiska polynomet kan definieras for en avbildning
V utan att specificera bas.

o
<
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For att hitta egenvarden/egenvektorer fér en matris A € Mat,(IF):
© Berakna det karakteristiska polynomet pa(t) = det(A — t/).
¢ Hitta nollstallena for i pa(t) i kroppen F, dessa ar egenvardena till A.

o For varje egenvarde A, hitta en bas for egenrummet E)\ genom att I6sa ekvationssystemet
(A= X)v =0.



For att hitta egenvarden/egenvektorer fér en matris A € Mat,(IF):
© Berakna det karakteristiska polynomet pa(t) = det(A — t/).
¢ Hitta nollstallena for i pa(t) i kroppen F, dessa ar egenvardena till A.
o For varje egenvarde A, hitta en bas for egenrummet E)\ genom att I6sa ekvationssystemet
(A= X)v =0.
Om man bérjar med en avbildning F : V — V kan man istéllet borja med att vélja en bas for
V och ta fram matrisen A = [F] med avseende p& den basen.



Lat A vara ett egenvarde till A.
Den algebraiska multipliciteten m) fér egenvardet A\ definieras som multipliciteten av

nollstéllet \ i pa(t), d.v.s vi har en faktorisering

palt) = (£ — \)™q(t) dar (A) # 0.
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Definition

Lat A vara ett egenvarde till A.
Den algebraiska multipliciteten m) for egenvardet A definieras som multipliciteten av
nollstéllet \ i pa(t), d.v.s vi har en faktorisering

pa(t) = (£ — \)™a(t) dar q(A) # 0.
Den geometriska multipliciteten g, for egenvardet \ definieras som

g\ = dim E) = dimker(A — A/).

35 3—t 5
0 3 0 3-t
ar 3 och den algebraiska multipliciteten &r ms = 2.

MenAv:3v<:>(A—3l)v:0<:)<8 g>v:0(:)v:t<(1)> sa g3 =dimE3 = 1.

Exempel: A = . pa(t) = det(A—tl) = ‘ = (t — 3)? sa enda egenvirdet




For varje egenvarde A till en linjar avbildning har vi

g < my




For varje egenvarde A till en linjar avbildning har vi

gy < my

Bevis: Lat V vara ett F-vektorrum av dimension n och lat F : V — V ha ett egenvirde A\ med
geometrisk multiplicitet gy = k. Valj en bas for {vq,..., v} for Ey och fyll ut till en bas B for
hela V. Med avseende pa denna bas far avbildningsmatrisen blockform

A

[Fls A

>
I

Ur detta far vi pa(t) = det(A — tI) = (A — t)* det(C — t/) s& den algebraiska multipliciteten
my ar minst k.
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En matris A € Mat,(F) kallas diagonaliserbar om det finns n linjart oberoende egenvektorer
till A. Detta sker nar my = gy for alla egenvarden och summan av alla algebraiska
multipliciteter ar n.




En matris A € Mat,(F) kallas diagonaliserbar om det finns n linjart oberoende egenvektorer
till A. Detta sker nar my = gy for alla egenvarden och summan av alla algebraiska
multipliciteter ar n.

Sag att vi har n linjart oberoende egenvektorer v; med Av; = \;v;. Tag

o A
S=|w -+ v,| ochD= )
o An

da galler A= SDS™1, denna faktorisering ir en diagonalisering av A.



En matris A € Mat,(F) kallas diagonaliserbar om det finns n linjart oberoende egenvektorer
till A. Detta sker nar my = gy for alla egenvarden och summan av alla algebraiska
multipliciteter ar n.

Sag att vi har n linjart oberoende egenvektorer v; med Av; = \;v;. Tag

o A
S=|w -+ v,| ochD= )
o An

da galler A= SDS™1, denna faktorisering ir en diagonalisering av A.
© | basen (v1,...,Vv,) blir avbildningensmatrisen D.
° A" = (SDS71)" = SD"S L.



Tillampning: System av differentialekvationer

Exempel fran forra kursen
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Tillampning: System av differentialekvationer

Exempel fran forra kursen

2 3
MedA-(3 _5> ochX-(

x5(t) = 3x1(t) — 5x(t)

{x{ (t) = 2x1(t) + 3xx(t)
xi(t
o(t

)

)> kan systemet skrivas X’ = AX.

Jonathan Nilsson (Linképing Universitet) TATAS53 Forelasning 3 13/19



Tillampning: System av differentialekvationer

Exempel fran forra kursen

x1(t) = 2x1(t) + 3x2(t)
x5(t) = 3x1(t) — 5x(t)

3 -5 2(t)

Diagonaliserar vi A = SDS™! och tar Y = (ilgg) = S71X far vi
2

Med A = (2 3) och X = ( xa(t )> kan systemet skrivas X’ = AX.

X' =AX & X' =SDS™IX & Y' = DY.
Vi far y!(t) = \iyi(t) < yi(t) = CeNt och sedan X = SY.
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Tillampning: Talfoljder

Exempel fran forra kursen
Fibonacciféljden F; = F, =1, och F,, = F, 1+ F,_» for n > 2:

1,1,2, 3,5, 8 13, 21, ...
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Tillampning: Talfoljder

Exempel fran forra kursen
Fibonaccifoljden F; = F,b, =1, och F, = F,_1 + F,_» for n > 2:

1,1,2, 3,5, 8 13, 21, ...

Med X, = Foit 11

explicit uttryck for talféljden:

Fn far vi Xpp1 = AX, dar A= (0 1). Sa Xpp1 = A" G) , detta ger ett

Fn

_ \}g <(1 +2¢5)n_ (1—2¢§)n>
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L&t F vara avbildningen R? — R? med avbildningsmatris

0 -1
[F]:A:<1 0)

Ar avbildningen diagonaliserbar?
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L&t F vara avbildningen R? — R? med avbildningsmatris
0 —1
mean(t )

=241

Ar avbildningen diagonaliserbar?

-2 -1
1—-X

Men t2 + 1 saknar nollstallen i kroppen R, s avbildningen saknar egenvérden och
egenvektorer.
Geometriskt ar avbildningen en rotation i planet.

pa(t) = det(A —tl) =
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Exempel

Lat G vara avbildningen C2 — C? med avbildningsmatris

0 -1
[G]=A=<1 o)

Ar A diagonaliserbar?
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Exempel

Lat G vara avbildningen C2 — C? med avbildningsmatris

0 -1
[G]=A=<1 o)

Ar A diagonaliserbar?

pa(t) =2 +1=(t—i)(t+i)s3 o(G)={i,—i}.
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Exempel

Lat G vara avbildningen C2 — C? med avbildningsmatris
0 -1

palt) = £ + 1= (t = i)(t +1) s 0(G) = {i. ~i}.

Ar A diagonaliserbar?

Losning av Av =iv < (A—il)y=0gerv=s ,seC.

i
1
Losning av Av = —iv < (A+il)y =0gerv =s ,seC.

S3 A ir diagonaliserbar: A = SDS—1 dir S = (1’ _1’> och D = (’ 0.).
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Tillampning

Los differentialekvationen

dar x1(0) = 0 och x2(0) =1
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Tillampning

Los differentialekvationen

dar x1(0) = 0 och x2(0) =1

Med matriserna fran féregdende slide:
X =AX & X' =SDS'X & Y' =DY dar Y = S71X.

| variablerna yi, y» blir systemet nu

() = iv: (t )= C it o it
Y}( ) Iyl.( ) N yi(t) et x1(t) sy [ Cfit
yz(t) — —/yz(t) yz(t) = De 't Xz(t) 1 1 De
vilket ger x1(t) = iCet — iDe™ ' och xp(t) = Ce' + De™'t. Begynnelsevillkoren ger

C=D=1 s8x(t)=—sin(x) xa(t) = cos(x).
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Varje linjar operator F : V — V pa ett komplext vektorrum har ett egenvarde. I




Varje linjar operator F : V — V pa ett komplext vektorrum har ett egenvarde. l

Bevis: L&t A vara en matris for avbildningen. pa(t) ar ett icke-konstant polynom med

komplexa koefficienter, varje sddant polynom har ett nollstélle enligt algebrans
fundamentalsats.




Lat F: V — V vara en linjar operator pd ett komplext dndligt-dimensionellt vektorrum. D3
finns det en bas for V for vilken avbildningsmatrisen [F] ar évertriangular.
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(u1,...,up) for V. Med avseende pa denna bas har vi

A | by --- b,

[F] =

: A

0
dar A ar avbildningsmatrisen for en avbildning U — U dar U = span(va, ..., v,). Enligt
induktionsantagandet kan vi vélja en ny bas span(v, ..., v,) si att avbildningsmatrisen blir en
overtriangular matris T. Med avseende pé basen (vi,. .., v,) blir nu avbildningsmatrisen

overtriangular.
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