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Lat F: V — V vara en nilpotent operator pa ett dndligtdimensionellt vektorrum.

Definition

En strang i V av langd n ar en foljd vektorer vq, vo, ..., v, som uppfyller
F(vi)=0 och F(vw) = w1 for2<k<n.

Vn > Va1 > - = vo = v — 0.

En bas for V bestdende av ett antal strangar kallas for en strangbas for V.




Lat F : R® — R® ha en stringbas (ey,. .., eg) dir F verkar enligt diagrammet nedan.
es—~er—>e—0
e —> ep — 0
eg—et— 0

eg— 0



Lat F : R® — R8 ha en stringbas (ey,. .., eg) dar F verkar enligt diagrammet nedan.
01 0/0 0O0O0TO
e3> e e —0 0 01/0 00 0O
0 00O O0OOO
e e 0 F| 00001000
e eg— 0 0 00fO0O 0|0 OO
0 0000|010
g~ 0 000O0O0/0 0|0
000000 0|0

Sa for att jordanisera en nilpotent matris behdver vi hitta en strangbas.
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6 . ————) np=0
° > ® ° > 0 n =4
. . 50 m =7
° > ® > 0 n3 =38
° s 0 ng =8
ker(A%) L ker(A?) \ker—(A)JJJ

Med nj = dim ker(AK) far vi att # kedjor av langd > k ar ng — n_;



f . ————) np=0
° ° ° 0 m=4 d=1
° ° 0 =7 d=2
. s ® > 0 n3=8 d3=1
. vo  m=8 di=0
ker(A%) ker(A2) M@J

Med nj = dim ker(AK) far vi att # kedjor av langd > k ar ng — n_;
# kedjor av langd exakt k = # kedjor av langd > k minus # kedjor av langd > k+ 1
= di := (N — nk—1) — (M1 — M) = 20 — N1 — Ngeya
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Jordaniseringsalgoritm for en nilpotent matris A

Berakna A2, A3, A% ... tills A =0.

Ta fram en bas for ker(A), utvidga till en bas for ker(A?), ker(A3),...
Lat ni = dim(ker(AX)) och berakna di = 2n, — ng_1 — Ngy1.

D3 ar di antalet strangar av langd k i strangbasen.

For varje stranglangd k fran langst till kortast:

Lat B vara mangden tidigare valda vektorer (bérja med B = &)

Valj linjart oberoende vektorer vy, ..., vy € ker(A*™1) som ocks3 ar linjart oberoende med
ker(A¥) och med B

Varje sddan vald vektor ar vanstra vektorn i en strang, berdkna resten av strangen:

Vi, AV,', /42V,'7 ey 0.

Lagg till alla dessa nollskilda vektorer till B
B ar nu en strangbas, ordna den strang for strang fran hoger till vanster.
Lat S vara matrisen som har vektorerna i B som kolonner. L&t J vara en Jordan-matris
bestande av Jordan-block J,(0) dar storlekarna m motsvarar stranglangderna i basen.
Nu har vi A= SJS™ 1 vi har Jjordaniserat A.
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1 -1 0
Jordanisera den nilpotenta matrisen A= (1 —1 0
1 -1 0
Hitta allts3 en matris S och en matris J i Jordan-form s3 att A= SJS™ 1,
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1 -1 0
Jordanisera den nilpotenta matrisen A= (1 —1 0
1 -1 0

Hitta allts3 en matris S och en matris J i Jordan-form s3 att A= SJS™ 1,

Med foregdende algoritm far vi exempelvis:

111 010
S=1]101 J=|0 0 O
1 00 0 0O

Jonathan Nilsson (Linképing Universitet) TATAS53 Forelasning 5

7/15



Part |l




Jordaniseringsalgoritm for en matris A

Ta fram det karakteristiska polynomet och 16s pa(A) = 0 for att hitta egenvérdena.
For varje egenvarde A, gor foljande:
Lat B vara mangden hittills valda vektorer (bérja med B = &).
Ta fram en bas for de generaliserade egenrummen E) genom att berikna ker((A — A/)¥) for
k=1,2,... tills sekvensen stabiliseras: ker((A — A\I)") = ker((A — /\/N)"Jrl), detta hander nar
dimker((A — A)")) ndr den algebraiska multipliciteten for \. D& ar Ey = ker((A — A/)").
Lat N := (A— Al)|g, : Ex — Ex. Denna operator &r nilpotent.
Anvind féregiende algoritm for att ta fram en stringbas i Ey for operatorn N. Denna bas ar
en union av Jordan-kedjor for A med egenvarde )\, lagg till dessa strangar till B.
Nu innehaller B en Jordan-bas. Lat S vara matrisen vars kolumner &r vektorerna i B,
sorterade kedja for kedja fran hoger till vanster. Lat J vara motsvarande Jordan-matris
med block-storlekar och egenvarden motsvarande Jordan-kedjorna i S.

Verifiera att S™1AS = J.
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4 1 0[(0 O
0 4 1/00
0 0 4/00
0 0041
0 0 0|0 4
0 00O0O
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4 1 0(00 0 0 O
04100 0 0 0 pat) = (t —4)°(t +1)°
dim(E4) =2
00400 0 0 O dim(E_ ) = 2
Jo 000|410 0 O my(t) = (t — 4)3(t +1)?
0 00|04/ 0 0 O
000O0OC|—-1 110
0 00O0O0 0 —-1]0
00000 O 0|1

¢ Algebraisk multiplicitet for A = Antal A pa diagonalen
© Geometrisk multiplicitet for A = Antal A-Jordanblock
¢ Multiplicitet fér A i minimalpolynomet = storlek pa stérsta A-Jordanblocket



Jordanisera matrisen A= | 0

Hitta alltsd en matris S och en matris J i Jordan-form s3 att A= SJS—1L.
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Jordanisera matrisen A= | 0

Hitta alltsd en matris S och en matris J i Jordan-form s3 att A= SJS—1L.

Med foregdende algoritm far vi exempelvis:

[ R
N O O
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3 -2 -3 3 1
0 1 00 0
Jordanisera matrisen A= |1 -1 1 2 -1
1 -1 1 2 -2
O 0 -1 1 2
Hitta alltsd en matris S och en matris J i Jordan-form s3 att A = SJS™1.
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3 -2 -3 3 1
0 1 00 0
Jordanisera matrisen A= |1 -1 1 2 -1
1 -1 1 2 -2
O 0 -1 1 2
Hitta alltsd en matris S och en matris J i Jordan-form s3 att A = SJS™1.

Vi far pa(t) = —(t — 1)3(t — 3)% sa o(A) = {1,3}.
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S3 ker(A — 1) = s(1,1,0,0,0) + £(1,0,1,0,1)



S3 ker(A — 1) = s(1,1,0,0,0) + £(1,0,1,0,1)
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0
4
4
0

(A—1)?



S3 ker(A — 1) = s(1,1,0,0,0) + £(1,0,1,0,1)

(A—1)?

5(1a 1) Oa 07 0) + t(_17 07 07 17 0) + I'(]., 07 17 07 1)

Sa ker((A —1)?)



2 2 -3 3 1 1 -1 0 0 -1
0 0 00 O 0 0 1 0 -1
A-I=|1 -1 0 2 —-1|~]0 0 0 1 0
1 -1 1 1 =2 0 0 0 0 O
0 0 -1 1 1 0 0 0 0 O
S3& ker(A—1) =s(1,1,0,0,0) + ¢(1,0,1,0,1)
4 —4 —4 4 0 1 -1 -1 1 0
0 0 0 0 0 0o 0 1 0 -1
(A-1N?=|4 -4 0 4 —4|~|0 0 0 0 O
4 —4 0 4 —4 0 0 0 0 O
0 0 00 0 0 0 0 0 O

Sa ker((A—1)?) =s(1,1,0,0,0) + t(—1,0,0,1,0) + r(1,0,1,0,1)
Sa vi soker en kedja av langd 2 och en av langd 1. Vi tar
f =(—1,0,0,1,0) € ker((A — 1)?) \ ker(A — 1) vilket ger fi = (A— ), = (1,0,1,0,1).



2 2 -3 3 1 1 -1 0 0 -1
0 0 00 O 0 0 1 0 -1
A-I=|1 -1 0 2 —-1|~]0 0 0 1 0
1 -1 1 1 =2 0 0 0 0 O
0 0 -1 1 1 0 0 0 0 O
S3& ker(A—1) =s(1,1,0,0,0) + ¢(1,0,1,0,1)
4 —4 —4 4 0 1 -1 -1 1 0
0 0 0 0 O 0 0 1 0 -1
(A-1N?=|4 -4 0 4 —4|~|0 0 0 0 O
4 —4 0 4 —4 0 0 0 0 O
0 0 00 0 0 0 0 0 O

Sa ker((A—1)?) =s(1,1,0,0,0) + t(—1,0,0,1,0) + r(1,0,1,0,1)

Sa vi soker en kedja av langd 2 och en av langd 1. Vi tar

f =(—1,0,0,1,0) € ker((A — 1)?) \ ker(A — 1) vilket ger fi = (A— ), = (1,0,1,0,1).
Vi fyller ut med 3 = (1,1,0,0,0) € ker(A — ). Nu &r (i, f2, 3) en bas for E; dar (A — )
avbildar f, — f; — 0 och f3 — 0.
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S3 ker(A —3/) = £(0,0,1,1,0)
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S3 ker(A —3/) = £(0,0,1,1,0)
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S3 ker((A — 3/)2) = 5(1,0,0,0,0) + £(0,0,1,1,0)

S3 ker(A —3/) = £(0,0,1,1,0)




0 2 -3 3 1 100 00

0 -2 0 0 0 01 0 00

1 -1 2 2 -1|~]0 0 1 -1 0

1 -1 1 -1 -2 000 0 1

0 0 -1 1 -1 000 00

Sé ker(A—3/) =1t(0,0,1,1,0)

0 4 8 -8 -4 01 0 00

04 0 0 O 001 -1 0
(A-n?=]0 0o 4 -4 o0o|~]0 0 0 o0 1
0 0 -4 4 4 000 00

00 4 -4 0 000 00

S3 ker((A — 31)2) = 5(1,0,0,0,0) + £(0,0,1,1,0)
S vi soker en kedja av langd 2. Vi tar f5 = (1,0,0,0,0) € ker((A — 3/)2) \ ker(A — 3/) vilket
ger f = (A—30)fs = (0,0,1,1,0).



0 2 -3 3 1 100 00

0 -2 0 0 0 01 0 00

1 -1 2 2 -1|~]0 0 1 -1 0

1 -1 1 -1 -2 000 0 1

0 0 -1 1 -1 000 00

Sé ker(A—3/) =1t(0,0,1,1,0)

0 4 8 -8 -4 01 0 00

04 0 0 O 001 -1 0
(A-n?=]0 0o 4 -4 o0o|~]0 0 0 o0 1
0 0 -4 4 4 000 00

00 4 -4 0 000 00

S5 ker((A — 3/)?) = s(1,0,0,0,0) + £(0,0,1,1,0)

S3 vi sdker en kedja av langd 2. Vi tar f5 = (1,0,0,0,0) € ker((A — 3/)) \ ker(A — 3/) vilket
ger f = (A—30)fs = (0,0,1,1,0).

Nu ar (s, fs,) en bas for E3 dar (A — 3/) avbildar f5 — f3 — 0.



Sammantaget har vi nu en Jordanbas (f1, f2, 3, fa, f5) dar

A-N:fh—H—0 (A-N:~—0 (A=3l):fs—f—0



Sammantaget har vi nu en Jordanbas (f1, f2, 3, fa, f5) dar

(A=N):fh—= im0, (A=I):f~0,

(A=3l):fs—~f2—0

Vi satter in basvektorerna som kolonner i en matris S och bildar motsvarande Jordanmatris J:

1 -1 10
0 010
S=1]1 001
0 101
1 000

Nu giller A= SJS1L.
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