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Definition

Ett inre produktrum ar ett komplext vektorrum V' utrustat med en inre produkt
(skalarprodukt), en funktion (-,-) : V x V — C som uppfyller

Q (Au+pv,w) = Nu,w) + pulv,w) (linjaritet i férsta komponenten)
Q (u,v) =(v,u) (konjugatsymmetri)
@ (v,v) >0 med likhet endast nar v =0 (positivt definit)
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Q (u,v) =(v,u) (konjugatsymmetri)
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o Ersatter man C med R far man definitionen av ett reellt inre produktrum.
¢ | ett inre produktrum definierar vi normen eller langden av en vektor som ||v|| = /(v, v).
© Avstandet mellan vektorerna u och v definieras som ||u — v||

© Vinkeln mellan vektorerna u och v i ett reellt vektorrum definiras som arccos(%)
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Exempel pa skalarprodukter

Vektorrum Element Exempel pa skaldrprodukt
R" Reella n-tiplar x,y) =xTy = Z XiVi (Euklidisk)
R" Reella n-tiplar (x,y) = x"Dy = 3" d;x;y; (Viktad Euklidisk)
cr Komplexa n-tiplar (x,y) = ZX;W (Hermitesk)
Mat % n(C) Komplexa matriser (A, B) = tr(AB*) (Frobenius)
R[x] Polynom (p,q) = Jy p(x)q(x) dx (Standard L2)
R[x] Polynom (p,q) = Z pR(0)qk)(0) (Taylor-baserad)

k=0

C([a, b]) | Kontinuerliga funktioner pa [a, b] | (f,g) = fab f(x)g(x) dx (Standard L?)
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R" Reella n-tiplar (x,y) = x"Dy = 3" d;x;y; (Viktad Euklidisk)
cr Komplexa n-tiplar (x,y) = Zx,-ﬁ (Hermitesk)
Mat % n(C) Komplexa matriser (A, B) = tr(AB*) (Frobenius)
R[x] Polynom (p,q) = Jy p(x)q(x) dx (Standard L2)
R[x] Polynom (p,q) = Z pR(0)qk)(0) (Taylor-baserad)
k=0
C([a, b]) | Kontinuerliga funktioner pa [a, b] | (f,g) = ab f(x)g(x) dx (Standard L?)
2 Talféljder (a;) dar Y [a;> < oo | (a,b) =) anby (Standard £2)
n=1
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Vinkelberakning

Lat R[x] vara vektorrummet av alla polynom med den inre produkten

(p(x), a(x)) = /0 1 p(x)q(x)dx.

Berakna vinkeln mellan 1 och x.
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V vara ett inre produktrum och 13t ||v|| = /(v, v). Denna norm uppfyller:

[{u,v)| < |lu]l - |lv|| med likhet nar ul|v

[AvI] = [Al- vl

o+ v < lull + (vl

|lv] > 0 med likhet endast nar v =0

Ju+ v+ [lu = v]]> = 2[|u]]> + 2||v|]?

4u,v) = |lu+ > = [lu—v[®+illu+iv]* = illu—iv|?

(Cauchy-Schwarz)
(absolut-homogenitet)
(triangelolikheten)
(positivt definit)
(Parallellogramlagen)
(norm — skalarprodukt)
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Definition

Ett normerat rum &r ett reellt eller komplext vektorrum V en norm, en funktion ||-|| : V — R
som uppfyller
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Definition

Ett normerat rum &r ett reellt eller komplext vektorrum V en norm, en funktion ||-|| : V — R
som uppfyller
Q |Av] = A - |Ivll (absolut-homogenitet)
Q |u+v| < |lull + v (triangelolikheten)
@ ||v|| > 0 med likhet endast nar v =0 (positivt definit)

¢ Langder och avstand kan definieras i ett normerat rum.
* Varje inre produktrum blir ett normerat rum nir vi satter ||v|| := /{v, v).
¢ En norm kommer fran en inre produkt om och endast om den uppfyller
parallellogramlagen: ||u+ v|?> + ||u — v||? = 2||u||® + 2||v|?.
| funktionalanalys studerar man oédndligtdimensionella normerade vektorrum som t.ex.
Banach-rum och Hilbert-rum.
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Vektorrum Exempel pa norm

R" eller C" Ix|l, = (3 [xi|P)Y/P (p-normen, p > 1)
R"” ||Ix]|co = max |x;] (Supremumnorm)
Mat myxn(C) IAllF = \/tr(AA*) = /3 |ay[? (Frobeniusnorm)
{F:V — V| F linjar} |Fllop = sup [|F(V)]| (Operatornorm)

Ivl=1

Dar V éar ett normerat rum

M,(C) |Allc = v/max o (AA*) (Spektralnorm)
C([a, b]) Iflloc = sup [f(x)] (Supremumnorm)

x€a,b

1/p

L7 ([a, b]) 11l = (17 1FC)IP) (LP-norm)
e I(a)%all2 = /S a1 (*-norm)
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P3 R? har vi definierat p-normen fér varje p > 1 som

Gyl = ([P + [y[P)P

© D& p = 2 far vi den vanliga Euklidiska normen ||(x, y)||2 := V/x% + y?
© D& p =1 far vi Manhattan-normen (taxibilsnormen) ||(x, y)|l1 := |x| + |y|

© D& p — oo far vi Maximum-normen ||(x,y)||co := max(|x|, |y])



Enhetscirkeln {v € R? | ||v|| = 1} ser olika ut beroende pa val av norm.

Euklidiska normen (p = 2) Manhattan-normen (p = 1)




Enhetscirkeln {v € R? | ||v|| = 1} ser olika ut beroende pa val av norm.

p-normen for p =3 Maximum-normen (p = o0)




Manhattan-normen
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Voronoi-diagram

Varje pixel fargas enligt vilken nod den ligger narmast i normen ||-||2
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Voronoi-diagram

Varje pixel fargas enligt vilken nod den ligger narmast i normen ||-||1
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Voronoi-diagram

Varje pixel fargas enligt vilken nod den ligger narmast i normen ||-||5
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Voronoi-diagram

Varje pixel fargas enligt vilken nod den ligger narmast i normen ||-||50

Jonathan Nilsson (Linképing Universitet) TATAS53 Forelasning 7 13/13



	Inre produktrum
	Normer

