Flervariabelanalys: Exempel

Tomas Sjodin

15 augusti 2022

Denna sammanstéllning &r i princip texterna ur presentationerna till video-exemplen i ett utskrift-
vanligt format. Det ar dock inte nédvéandigtvis fullstdndiga 16sningar som &r ldtta att folja fristaende,
utan behévs mer forklaring far man ga till motsvarande video.

Efter varje exempel finns hénvisning till de rekommenderade uppgifterna ur 6vningshéaftet Flervaria-
belanalys: problemsamling som (ndgorlunda) liknar foregiende exempel (eventuellt ett eller flera forega-
ende), och i slutet av varje kapitel finns dven de rekommenderade extrauppgifterna.

1 Delméangder till R". Funktioner

Exempel 1.1. Rita mingden
{(z,y) e R? 1 2z < y, 2% + 4y* < 4}

samt beskriv dess inre punkter, yttre punkter samt randpunkter. Ar mingden éppen, sluten eller varken
eller?

Lo6sning:
M = {(z,y) € R? : 2 <y, 2% + 4y? < 4} = My N M, diir

M, = {(z,y) € R? : x <y} och My = {(z,y) € R? : 2% + 4y* < 4}.

M ={(z,y) e R? : & < y, 2% + 4y* < 4}.
OM = {(z,y) e R? 1z < y,2? +4y> = 4} U
{(z,y) e R?: 2 + 4y® < 4,z = y}.

Yttre punkter:{(z,y) € R? : z > y} U {(z,y) € R? : 2° + 4y* > 4}.

M &r varken 6ppen eller sluten.

Rekommenderade uppgifter: 1.1, 1.2

Exempel 1.2. Rita mingden
M= {(z,y) ER*:2® +y*> —6x + 4y +9 =0}

samt ange dess inre punkter respektive randpunkter. Ar méingden 6ppen, sluten eller varken eller? Ar
den begransad?
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Losning:
22+ —6r+4y+9=(2-3)2 -9+ (y+2)? —44+9=0& (z—3)2+(y+2)2=4=22
Detta ar en cirkel med radie 2 och centrum i (3, —2).
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M é&r sluten.

oM = M.

M saknar inre punkter.
M ar begransad.

Rekommenderade uppgifter: 1.3, 1.4, 1.7

Exempel 1.3. Beskriv skirningen mellan de tv4 méngderna i R? som ges av
{(z,y,2) eR® i +y +22 <3}

respektive
{(z,y,2) eR®*:x > 1,y > 1,2 > 0}.

Losning:
En olikhet pa formen ax + by + ¢z < d (eller > d) ger upphov till ett slutet halvrum som ligger pa en
sida om planet az + by + ¢z = d med normal (a, b, ¢).

M= {(z,y,2) ER® 1z +y+22<3}N
{(wy2)eR ra>1y>12>0}

ges av de punkter (z,y, z) som uppfyller de fyra olikheterna x + y+ 22z <3,z > 1,y > 1 och z > 0.

Vardera av dessa olikheter ger alltsa upphov till ett halvrum, och var méngd &r snittet mellan dessa
fyra halvrum.

For att forstd omradet kan det vara bra att forst notera att randen ligger i de plan som ges av
r+y+22=3, =1, y=1respektive z = 0.

Det kan vara vart att plotta hur randens snitt ser ut for nagra av dessa:
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Omradet ar alltsa en sluten tetraeder:



(1,1,1/2)

(1,2,0)

(2,1,0)

Rekommenderade uppgifter: 1.9, 1.10

Exempel 1.4. Beskriv funktionsytan z = f(z,y) dar f(z,y) = /1 — 22 — 2y2.
Bestédm dven definitionsméngden Dy och virdeméngden V.

Losning:

Bestdmma Djy:
o= JT=2 3.
Dy ges av att 1 — 22 — 2y? > 0 & 22 + 2y? < 1. Detta ér en ellips.
Vi kan dven skriva

Bestamma V;:

Eftersom z dr noll pd randen till denna ellips, och 1 — 22 — 2y? < 1 dér vérdet 1 antas i (0,0) ser vi
att 0 < z < 1.

Det ar ldtt att inse att alla virden mellan dessa antas sa

Vi = [0, 1].

Kurvor pa formen f(a,y), f(x,b):

For att forsta den tredimensionella grafen ar det bra att forst titta pa graferna f(a,y) och f(z,b) for
nagra fixa a respektive b.

T.ex. med a = 0.7 skulle vi fa f(0.7,y) = /1 — (0.7)2 — 2y2 = \/0.51 — 2y2 som plottad i yz-planet
har grafen:




Med b = 0 skulle vi f& f(x,0) =1 — 22 som

Graf:

Om man plottar ut sddana kurvor (a,y, f(a,y)) respektive (x,b, f(x,b)) f6r ndgra lampligt valda
viarden pa a respektive b bildas ett rutndt som ligger pa grafen, och fran detta kan man sedan fa en
vettig plot:

Nivakurvor:
Nivakurvorna ges som lsningar till ekvationen f(x,y) = /1 —22 —2y2 = c < 1 — 22 — 2y? = 2.
Dessa ér dé ellipser 22 + 2y% = 1 — ¢ for ¢ € [0, 1], och endast punkten (0,0) om ¢ = 1.

Rekommenderade uppgifter: 1.12




Exempel 1.5. Rita nivikurvorna f(z,y) = ¢ dd f(z,y) = 2% — y? — 4y for ¢ =

Losning:
-y —dy=cer?-(y+2)2+4=c
Eftersom 4 — ¢ > 0 for de c vi ska titta pa loser vi ut

(y+2)7? —a*=d—cey=-2+Va2+4—c

Detta ger hyperbler med asymptoter y = —2 4 x.

-1,0,1.

For ¢ = —1 skir dessa y-axeln (d.v.s. nir z =0) iy = —2 ++/5 och y = —2 — /5.

For ¢ = 0 skér dessa y-axeln i y = 0 och y = —4.
For ¢ = 1 skér dessa y-axeln iy = —2+ /3 och y = —2 — /3.
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Rekommenderade uppgifter: 1.18

Ezxtrauppgifter: 1.5, 1.6, 1.11

2 Gransvarden och kontinuitet
Exempel 2.1. Berdkna, om grinsvirdet existerar:

a im —_—
(&) (z,9)—(0,0) 22 + y?

2 2
lim m.
(2.9)—(0,0) 2 — 32

(b)

Losning (a): Med poldra koordinater © = pcos p, y = psin p far vi

3 4 23 B p3(cos® ¢ + 2sin? ) B
x2 4 2 - P2 -

p(cos® o + 2sin® ) = /Eftersom (cos® ¢ + 2sin® ) ar begrinsad/ — 0 da p — 0.

3

Eftersom p — 0 da (z,y) — 0 foljer det att lim(, ) (0,0 % =0.

Losning (b): Med poldra koordinater @ = pcosp, y = psin ¢ far vi

4+ y? p? 1

%
22 —y?  p2(cos? ¢ — sin?

@) (cos?p —sin® )

, dd p—0.




Detta beror dock pa ¢. T.ex. om vi tar ¢ = 0, vilket svarar mot att vi gar ldngs med positiva z-axeln
far vi 1, och om vi tar ¢ = /2, vilket svarar mot att vi gar lings med positiva y-axeln far vi —1. Alltsd
existerar inte gransvérdet.

Losning (b), Alternativ 2: Vi maste inte inféra poldra koordinater hdr. Om vi gar in mot (0,0) ldngs
z-axeln far vi nar vi sétter y = 0 i uttrycket:

Nér vi gar lings med y-axeln far vi istéllet
2
lim —— = —1.
y—0 —y

Alltsa existerar inte gransvardet.

Rekommenderade uppgifter: 1.21 (Se dven Exempel 2.7 nedan.)

Exempel 2.2. Berdkna, om grinsvirdet existerar:

cos(z? +y?) —1
e 14 022,21 o4
(z,y)=(0,0) T° + 227y~ + Yy
Losning:
2, .2
-1
m = /cost =1—12/2+b(t)t*, dir b(t) ar begrinsad nira 0/ =
1— (22 +92)?/2 4+ b(a® + y*) (2 +¢°)" — 1
x4 + 2I2y2 +y4
1= (22 +¢%)%/2+ b +¢*)(@® +y*)* — 1
(22 + y2)2

1 b 2\ .8
Ly (p4)p
2 p

1
H*i da p — 0.

Rekommenderade uppgifter: 1.22

Exempel 2.3. Berdkna, om grinsvirdet existerar:

) sin(z? — 2z +y%+1)
lim
(xy)—(1,00 22 —-2x+9y2+1

LoOsning:

) sin(2? — 2r + 9% + 1)
lim
(xy)—(1,00 22 —2x+y>+1
sin((1+6)2—2(1+1t)+y2+1)
=00 (1+1)2—-2(1+t)+y2+1
sin(t? + y?)
11m — %5
(ty)=00) 2 +y?

=jr=1+1/=

=1

Ovan anviinde vi att £ + y? — 0 d& (¢,y) — (0,0), samt att sins/s — 1 dd s — 0 med s = t2 + y°.



Rekommenderade uppgifter: 1.23ab

Exempel 2.4. Beridkna, om grinsvirdet existerar:

$2Z

lim —_
(@.9.2)=(0,0,0) T2 + y* + 22
Losning: Med sfiriska koordinater x = rcos psinf, y = rsin psinf, z = r cos 6 far vi

1’22

1‘2 + y2 + 222
2 cos? @ sin? fr cos @

3 =

,
r(cos? psin? @ cos) — 0 da r — 0.

Eftersom r — 0 da (x,y,2) — (0,0,0) sa foljer det att lim, , .)—(0,0,0) ﬂﬁ}% =0.

Rekommenderade uppgifter: 1.24abc

Exempel 2.5. Berdkna, om gransvirdet existerar:

m Y
v x24y?2—o00 222 — Yy + 2y2
Losning: Med polédra koordinater © = pcosp, y = psin ¢ far vi

z? +y? .
T
P’ _
2p2 — psing
1 1 .
72—511190//) —>§ da p — oo.

Eftersom p = \/z2 + 32 foljer det att

. x2+y2 1
lim _— = —

Vx2+y?—oo 222 — Y+ 2y2 B 2

Rekommenderade uppgifter: 1.25

Exempel 2.6. Funktionen
sin(x? — y)
2(z* —y)
ar inte definierad i (0,0). Gar det att definiera f(0,0) s& att funktionen blir kontinuerlig i origo?

flz,y) =

Lésning: Eftersom t = 22 —y — 0 d& (z,y) — 0, samt sint/t — 1 dd t — 0 far vi:

sin(z? —y) 1

lim = —.

(z.9)—(0,0) 2(x? —y) 2
Om vi definierar )
£0.0) =3

blir funktionen kontinuerlig i origo.



Rekommenderade uppgifter: 1.28,1.29

Exempel 2.7. Beridkna, om gransvirdet existerar:

: (1‘2 +y2)2
(z,y)—(0,0) 2 —y?

Losning: Vi borjar med att testa poldra koordinater = pcosy, y = psin p:

(22 +y2)? _ e _
x? —y? p%(cos? ¢ — sin? )
02

(cos? p —sin? @)
OBS! uttrycket 1/(cos? ¢ — sin? ¢) ér inte begriinsat, si vi kan inte dra (den felaktiga) slutsatsen att
gransvirdet blir 0. Vi ser att ndmnaren blir noll precis pa linjerna y = +x. Notera att om vi gar in ldngs
rita linjer y = kx (eller £ = 0) med k # £1 sa far vi

(22 + k222)?

iy e B

Men om vi istéllet tittar pa en lamplig kurva som tangerar t.ex. y = x i origo, som y = x + x> for sig

x > 0 sa far vi ) 41 ) . 62
2 2
PO el i 50 N P C e b e o200 P}
10 22 — (z + 23)2 a—0  —2x* — b

Eftersom vi hittat kurvor som gar in mot punkten, men som ger olika gransvéarden existerar inte gréns-
vardet.

y:w+1’3

y=kx

Notera alltsa speciellt att det inte riacker att kolla gransvirden lings réta linjer som gar in mot punkten
i allménhet.

Exempel 2.8. Berdkna, om gransvirdet existerar:

3
(x,9)—(0,0) % + 3y
Losning: Alternativ 1
3
|$||y|3 B (\/x2+y2) . (\/$2+y2)

_$2+y2_ $2+y2

l‘yg

x? 4 3y?

=22 +y? = 0da (z,y) — (0,0).

Losning: Alternativ 2

xy? p* cos psin® v 9 cos @ sin®

22 +3y2  p2(cos? ¢ + 3sin ) p (cos? ¢ + 3sin? p)

—0da p—0,



eftersom

CcoS sin3 ©

1 +2sin?

B

da |cosp| < 1, |sing| < 1 och 2sin? ¢ > 0.
3
SVAR: lim y_) 5 (0.0) 22— = 0.

Yy
x24-3y2

Ezxtrauppgifter: 1.20, 1.26, 1.27, 1.30

3 Differentierbarhet och Partiella derivator for reellvarda funk-
tioner

Exempel 3.1. Berdkna

of
f;:* och fl’/:@

da ,
flz,y) =xsiny +e” Y.
Bestam dven f7(1,0).
Losning:
2
flz,y) =xsiny +e” Y.
fl =siny + eV . 2y,

2
! Yy 2
Jy=xcosy+e" ¥ a7,

£.(1,0) =sin0+e 0. (2-1-0) =0.

Rekommenderade uppgifter: 2.1

Exempel 3.2. Berikna

£2(1,0,2)
da
flw,y,2) =In(1 +zy + 2°).
Losning:
fla,y,z) =In(1 +ay + 2°).
1 2z
!
- = (2=
i 1+ 2y + 22 (22) 1+ 2y + 22’
2-2 4
£2(1,0,2) =

“1+1-.0422 5

Rekommenderade uppgifter: 2.2ab

Exempel 3.3. Berikna

da



Losning:
fz,y) = 2%y + 2eY.
fr = 2zy?,
[l =32y + 2¢Y,
frn =)o = 24",
foy = (), = 6zy?,
fyw = (f})% = 62y,
Iy = (f), = 627y + 2e¥.

Rekommenderade uppgifter: 2.3

Exempel 3.4. Los systemet av partiella differentialekvationer i R2:

r_

Z, =1y CcosT,
A

z, = sinz + 2y.

Losning: Vi vill alltsa hitta alla z = f(z,y) som loser de tva ekvationerna 2, = ycosx och z; = sinz+2y
simultant.

Ekvationen z! = ycosx medfér att z = ysinz + h(y).

Derivation av denna med avseende pa y ger nu z
ekvationen z; = sinx + 2y).

Detta medfor att h/(y) = 2y, s& h(y) = y? + c. Eftersom z = ysinx + h(y), blir allméinna lésningen
z=ysinz +y>+c.

SVAR: z = ysinz + 9y +c.

y = sinx + h'(y) = sinz + 2y, (dir vi anvint

Rekommenderade uppgifter: 2.7 (Se dven exempel 3.6 nedan ddr losning saknas.)

Exempel 3.5. Los systemet av partiella differentialekvationer i R3:

wl, =2xz 4y,
w?”,:x—i—?)y?z,
wi =22+ +1

Losning: Vi vill hitta de w = w(x, y, z) som simultant léser
wy, = 2rz + Yy, w, =x+3y%z, w, =2+ + 1.

Den forsta ekvationen ger
wl, =2xz+y=w=x2+zy+ h(y, 2).

Derivation av denna med avseende pa y och anvindande av den andra ekvationen ger nu

wl, =x+ hi, =z + 3y°z = hi, = 3y’
Om vi integrerar det sita ned avseende pa y far vi (eftersom h inte far bero pa x)

h(y,2) =9y*2 + k(2) = w =22 + oy + y°2 + k(2).
Om vi deriverar den sista ekvationen ovan med avseende pa z och anvander var tredje ekvation far vi
w, =2 + P+ K (2) =2+ + 1.
Slutligen ar det bara att integrera med avseende pa z for att fa fram k:
K(z)=1=k(z)==z+c,

och siitta in detta i w = 22z + xy + y32 + k(2).
SVAR: w = 2%z +xy+ 932+ 2 +c.

10



Rekommenderade uppgifter: 2.9

Exempel 3.6. Los systemet av partiella differentialekvationer i R2:
2 =22
Zy =T +y.

Zo=a"=z2=2"/3+h(y) =z, =N (y) =z +y.
SVAR: Losning saknas.

Losning:

Exempel 3.7. Bestam alla:
(a) z € C*(R?) som uppfyller 2/, =1,
(b) z € C*(R?) som uppfyller 2/, = 1.
Losning (a):
2 =14 z=uz+h(y).

SVAR: Alla funktioner pa formen z = z 4 h(y) dér h € C'(R).
Losning (b):
Zp, =1= 2z, =y +k(x)

=z=uay+ K(z)+ H(y).
SVAR: Alla funktioner p& formen z = zy + K(z) + H(y) dir K, H € C*(R).

Rekommenderade uppgifter: 2.11abcdef

Exempel 3.8. Lat f(x,y) = 2% + 323y2. Bestim ekvationen for tangentplanet till ytan z = f(z,y) i
(1,-1,4).
of

z,y)

Tangentplan: f(1,—1) =4 sa (1,—1,4) ligger pa grafen till z = f(x,y).

(* Bestam funktionalmatrisen . Bestdm speciellt (1,-1).)

oz, y)

fo=2w+92%7%  f, =62, fi(1,-1)=11, f,(1,-1)=-6.

z = f(a,b) + %(a,b)(m —a)+ %]ye(a,b)(y— b)

=4+11(z—1) —6(y + 1).
Alternativ 16sning med matriser*: f(1,—1) =4 s (1,—1,4) ligger pa grafen till z = f(z,y).

8(?cfy) = <g£ g‘;) = (2x+9x2y2 6z3y).
0
Pl y)(l,—l) = (11 -6).
0 — -
o) = 1)+ 5o 00 (27 1) + vl
diar ¢(h) - 0da h=(x—1,y+1) —0.
Tangentplanets ekvation blir:
z=4+ (11 -6) @;D =44+ 11(z —1) —6(y + 1).
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Rekommenderade uppgifter: 2.12

Exempel 3.9. Bestdm differentialen till
f(z,y,2) = 2% + xz + cos(yz).

Losning:
f(z,y,2) = 2% + 2 + cos(yz).
(o 0 0

> =2z +2z —zsin(yz) =z —ysin(yz)).

O(z,y,2) Or Oy 0z
_of of of
df = 8xdx+ 8ydy+ azdz

= (2z + z)dx — zsin(yz)dy + (z — ysin(yz))dz.

Rekommenderade uppgifter: 2.13, 2.14

Exempel 3.10. Berikna f;(0,0) och f;(0,0) samt avgor om f ar differentierbar i (0,0) om

flz,y) = { % (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0).
LoGsning:
. f(O+h,0)—f(0,0) .. h°/K*—=0
i _ _ —
12(0,0) = }lng}J h B }II.II)I%) h =1
. f(0,0+k)— f(0,0) . KS/k*—0
’ _ ) > _ _
1,(0,0) = lllgh k B I?E% =0

f ar differentierbar i (0,0) om och endast om
fO+h,04k) = £(0,0) + £,.(0,0)h + £,(0,0)k + R(h,k)|(h, k)] =0+ 1-h 40k + R(h,k)|(h, k)],
diar R(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0). Loser vi ut R ovan far vi

h5 k6
R(h, k) = f(hk) = £(0,0)—h _ Gz —
N e

kS — 2n3k% — hk*
(hz + k2)5/2
p8sin® ¢ — 2p° cos? psin? ¢ — p° cos g sin?
PE
— —2cos® ¢sin? ¢ — cospsin® ¢ da p — 0.

= /h=pcosp, k=psinp/ =

12



Eftersom detta blir olika for olika ¢ saknas gréansvirdet. S& det betyder att R inte gar mot noll, och
alltsd &r funktionen inte differentierbar i (0,0). (Det kan vara virt att notera att ¢ = 0 respektive 7
motsvarar att vi ar pa z-axeln, och ¢ = /2 respektive 37/2 svarar mot att vi ar pa y-axeln. Notera att
gransvirdet ovan da ar 0, vilket det ska vara eftersom partialderivatorna existerar i punkten.)

1.0

1.0

Exempel 3.11. Om f(z,y) = 22 + 2xy, hur mycket dindras f ungefir om x dkar fran 2 till 2.1 och y
minskar fran 3 till 2.87

LoGsning:
fla+hb+k) = fa,b) ~ fi(a,b)h + f(a, k.
fly)=a"+22y, fr=20+2y, [, =22
Med a=2,b=3,h=0.1,k = —0.2 far vi
£1(2,3) =10, f1(2,3) = 4.
£(2.1,2.8) — £(2,3) = f(2+0.1,3—0.2) — £(2,3)
~10-0.1+4-(—0.2) =0.2.
SVAR: Okar ungefir med 0.2.

Ezxtrauppgifter: 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.11gh, 2.16, 2.17, 2.18

4 Funktionalmatriser. Kedjeregeln. Partiella differentialekvatio-
ner.

Exempel 4.1. Visa att om z = f(x + 2y) dir f € C}(R), d& 16ser z ekvationen
22, — 2z, =0.

Losning: ‘= fa 4 29)
zp=fa+2y) 1= f'(z+2y).
zy = f'(x+2y) -2 =2f(z + 2y).
22, — 2z, = 2f"(x +2y) — 2f'(z + 2y) = 0.
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Rekommenderade uppgifter: 2.19, 2.20

Exempel 4.2. Uttryck z;, och z; med hjélp av z;, och z;, (och ev. z och y) om

u =y,
vV=a—Y.

, 0z  0z0u 0z 0v

= 5y = guds T ovon
0z 0z

_ Y=< ve _ / ’
_yau+8v yzu+zv

, 0z 0z0u  0z0v

Yoy " dudy " oudy

Losning: u =zy, v =2 —y

0z 0z , ,
=T— — — =2, — 2,
Oou  Ov v
Rekommenderade uppgifter: 2.21
Exempel 4.3. Betrakta variabelbytet
u=-—z+y,
v=2x —y.

Uttryck 2, och z, med hjilp av z], och z,. Anvéind sedan detta for att bestémma alla z € C'(R?) som
16ser
2+ 222'/ =0.

Losning: u = —x+4+y,v=2x—y

0 _dzou 0z
Zx_ax T Qudzr  Ovox

0z 0z
_ 92 9% 9,/
8u+ ov ut 2z

; 0z 0z0u  0z0v

T 9y Budy  voy

Ve

< z=h(v) =h(2z —y).
SVAR: Lésningarna ges av alla funktioner pa formen z = h(2z — y) dir h € C1(R).

Rekommenderade uppgifter: 2.22, 2.23

Exempel 4.4. Bestim alla funktioner av klass C' i forsta kvadranten som uppfyller

0z 0z
2= —y—— = >
och z(1,y) = y?, genom att inféra
U= nya
v=2x.
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Losning:

u =y’ v =r.

0z _0z0u 0z0v _ ,0z Oz
9z 0udr  Ovozr Y du ' v
0: _0:0u 0:00 _, 0
oy Oudy Ovdy You
0z 0z 0z 0z 0z 0z
s~y = (P L) —y(2ay ) = 2w = o2
xax y@y z(y 8u+3v) u xyau) m(% Y
0z _y? _ u
v 2z 202
2
_ v — 2
<:>Z—2U+h(u) 5 + h(zy®).

Allméinna 16sningen ges dérfor av z = —y?/2 + h(zy?) dir h :]0,00] — R ér av klass C?.
For att hitta de 16sningar som uppfyller bivillkoret z(1,y) = y? for alla y, d& tar vi den allminna
l6sningen z(z,y) = —y*/2 + h(zy?), och sitter in detta villkor:

2(Ly) = —y*/2+ h(y?) = y* & h(y®) = 3y*/2.

D.v.s. i detta fall far vi h(t) = 3t/2, s& 16sningen blir da

2(z,y) = —y*/2 + 3xy® /2.

SVAR: z(x,y) = —y*/2 + 3zy?/2.

Det kan ocksa vara viart att nimna att antagandet att vi &dr i forsta kvadranten har att
gora med att koefficienterna framfor z/ och z’y ar noll pa z- respektive y-axeln. Vi kan ocksa
notera att det foreslagna variabelbytet inte dr globalt inverterbart, men inverterbart med

antagandet att = > 0,y > 0.

Rekommenderade uppgifter: 2.26

"

Exempel 4.5. Bestam zy,

uttryckta i derivator med avseende pa u och v da

u=x+ 3y,
v =12x —y.
Losning:
u=z+3y,v=22—1y.
) 0 _Dwou owon ow ow
Oy Oudy Ovwdy ~Ou v

_9 (0
Jy \ Ov

0z

0z . _ .
= /w =5 respektive w = P00 (*)/
9
ou

(2 (5)-4(3)-

IR Y
ou? Ovou Oudv  Ov?
IR
ou? oudv  Ov?’

15
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Rekommenderade uppgifter: 2.31, 2.33

Exempel 4.6. Bestim alla 16sningar z av klass C? till

"

ve — Yoy T2, =0, y#0,

u=y,
v =zy.

U=y, v=21y.
ow Owdu Owdv = Ow
® % T oude T ovor Vou
oy D0 Owdu owdn _du | ow
dy Oudy Ovdy OJu v

xTrz

genom att gbra variabelbytet

Losning:

oxdy Oy
0 ( 0z e
a (yﬁv> = /linjaritet/produktregeln/

N
Oudv  Ov’

Losning av ekvationen:

0%z 0%z 0%z 0z 0z
no_on I 2 _ 2 2 PP ded —_— =
Toap =Ygy 20 = 1Y a2~ Y 902 7Y Buaw  Yau +y8v 0
0%z
< Oudv 0

0z
Zc _hn
© 5y = M)

< z=H(u) + K(v).
SVAR: Alla funktioner pa formen 2z = H(y) + K (zy) dir H, K &r av klass C? pa R.

16



Rekommenderade uppgifter: 2.32abc, 2.34

Exempel 4.7. Uttryck w!,, w! och w!, i z,y om

w= a2+ g2
v=1—y.
Losning:
w= %412
v=1z—y.
wh, = wlul, +wl v, = 2zw, +w!,
Wy, = Wy, Uy + Wy = 2Yw, — Wy,
Sa
/ !/ ! ! 1 !/ !

2yw;, — 2rw),

wl, = wl, — 2zw, = ... = 2 T2

1
r AV YA

1 1 ’ ’ ' 1 / / ' .
2x 4 2y ((2x+2y(wm+wy))w+ 2x+29(wm+wy) B

1 1 1" " 1 4 ! /
(27 + 2y)2 (wm +wy, + wgy + wyy) - (22 + 2y)3 (wg, + wy) =

4(w!l, +wl)
12 1 1 x Yy
(wm + Qwa + Wy, — oy 100 oy )

1
(2z + 2y)?

(Notera att vi ovan tillampade formeln fér w!, nir vi byter ut w mot w!,.)
Alternativt skrivsiatt med differentialoperatorer:
Pastaendet

r_
YT 9r Ty
som géller for alla w, kan alternativt skrivas

(wg, +wy)

0 1 0 1 0

ou 2x + 2y Ox + 2z + 2y Oy’
Alltsa géller

aQw_1£+12 1L o0, 1 9N _
ou2  \2zx+2ydx 2z +2y0y 2¢ + 2y dx  2x+ 2y dy N

Lo, 1 9y 1w, 1 ow)_
20 +2y0xr 22 +2y0y) \204+2y0x 2x+2y0y)

B 1 0w i Pw  *w B 4 ow 4 ow
(22 4 2y)2 \ 022 dzdy  0y>  (2x+2y)dr (2z+2y)dy /)’

Extrauppgifter: 2.25, 2.27, 2.28, 2.29, 2.52d, 2.36, 2.57, 2.39, 2.40, 2.41

17



5 Riktningsderivator. Gradienter

Exempel 5.1. Beridkna gradienten gradf = V f till

f(z,y,2) = x4+ cosz + In(zyz).
Losning:

f(z,y,2) =z + cosz + In(zyz).

_(of Of of
vi = (aaya)

_ (Hyz,w’_smﬁﬂ@/)
TYZ TYZ TYZ
( 11 . 1)
= 1+—,—,—sinz+ -] .
Ty z

Rekommenderade uppgifter: 2.42

Exempel 5.2. Rita nivikurvan f(z,y) =1 da

fl@y) =y —e”

Visa att (0,2) ligger pa denna. Berdkna V f(0,2) och rita ut denna vektor i figuren. Notera att den &r
vinkelrat mot nivékurvan.

Losning:
flzy)=y—e"=1ley=1+¢"
f(0,2) =2—e"=2—-1=1, 54 (0,2) ligger pa kurvan.
V= (f )= (=e"1).

Rekommenderade uppgifter: 2.43

Exempel 5.3. Bestiam ekvationer {or tangentlinjen och normallinjen i punkten (1,2) till kurvan

3 4 9y? = 5.

18




Losning:
fla,y) =2’ +y* =5.

f(1,2) =5, 84 (1,2) ligger pa kurvan.
V= (f fy) = (32%, 2y).
VF(1,2) = (3,4).
Tangentlinjen ges av
Vf(1,2) e ((z,y) —(1,2)) =0
< (3,4) e ((z,y) — (1,2)) =0 & 3z + 4y = 11.
Eftersom Vf(1,2) = (3,4) 4r en normal till kurvan dr (4,—3) en tangent till kurvan (eftersom

(3,4) o (4,—3) = 0). S4 normallinjen ges av

(4,-3) o ((z,y) — (1,2)) =0 & 4o — 3y = —2.

ra

ta
=
[
.
=)

10

Rekommenderade uppgifter: 2.44, 2.45

Exempel 5.4. Bestdm vinkeln mellan kurvorna

och

i (0,2).

Losning: Lat f(x,y) = 22 + y? och g(x,y) =y — .

£(0,2) =4 och ¢(0,2) = 2, sd punkten (0,2) ligger pa bada kurvorna.

Vi=( alm .1;) = (2z,2y), Vf(0,2) = (074)'

Vg = (929,) = (=1,1).

Vinkeln mellan tva kurvor i en punkt ar per definition vinkeln mellan deras tangentlinjer, vilket &r
samma som vinkeln mellan deras normalvektorer.

D.v.s. den sokta vinkeln &dr vinkeln 6 mellan u = (0,4) och v = (—1,1).

uwev = |u||v] cosf < cosf = iev (04)e(=LD) 1

allol 10,911 V2’




| ,J
Y

& -4 2 0 2
X = &

Rekommenderade uppgifter: 2.46

Exempel 5.5. Bestdm en ekvation fér tangentplanet till ytan
P Hy—zt=1
i(1,1,1).

Losning: Lat f(x,y,2) = 23 +y — 2%
f(1,1,1) = 1 sa punkten (1,1,1) ligger pa ytan.
V= 1, fl) = (32%1,-42%), Vf(1,1,1) = (3,1, —4).
(3,17—4).((33,]./,2) - (1a171)) =0<:>313+y—42’:0

ar ekvationen for tangentplanet i (1,1,1).

Rekommenderade uppgifter: 2.49

Exempel 5.6. Beridkna riktningsderivatan av
f(z,y,2) = zy + xe®
i punkten (2, 1,0) i riktning (1,2,4).

Losning:
f(z,y,2) = 2y + we?

OBS! Normera riktningen:
(1,2,4) 1

U L) vk
fi=Vfeu,

Vf = (f:lmfg/pf;) = (y+ez,x,xez),
Vf(2,1,0)=(2,2,2).
24448 27
V21 V3

[o2,1.0) = (2.2.2) ¢ —=(1,2.4) =

20



Rekommenderade uppgifter: 2.55, 2.56, 2.57ab, 2.58

Ezxtrauppgifter: 2.48, 2.50, 2.51, 2.52, 2.59, 2.60

6 Taylors formel. Lokala extrempunkter

Exempel 6.1. Avgor utgdende fran definitionen om féljande funktioner har en lokal extrempunkt i
origo:

(a) f(z,y) =1—|oy| — 2%y,
(b) flx,y) =1+2% -y

Losning (a):
flay) =1 |ay| — 2.

£(0,0) = 1.
Eftersom |zy| och x?y? aldrig &r negativa ser vi att
flz,y) <1

for alla (z,y).
Per definition &r darfor (0,0) ett lokalt (t.0.m. globalt) maximum.
Notera dock att eftersom f(0,y) = f(x,0) =1 for alla z,y ar det inget strangt max.

1002
0981

0965

=03 Tt

Losning (b):

fla,y) =1+2" —y*
£(0,0) = 1.

Eftersom
f(z,0)=1+2%>1o0om z #0,

och
f0,y)=1—y"<lomy#0

sa ser vi att f(x,y) varken har lokalt max eller min i (0,0).

21



Rekommenderade uppgifter: 2.62abcdefg

Exempel 6.2. Bestam Maclaurinutvecklingen av ordning 2 med ordorestterm till

fla,y) = (2 —y + 1) sin(z +y),
(a) utgdende fran formeln for Maclaurinutvecklingar,
(b) genom att utnyttja utvecklingen for sint fran envariabelanalysen.

Losning (a):
f(x,y) = (2* —y + 1) sin(z + y).

() flzy) = £(0,0)+ f7(0,0)z + f,(0,0)y +

f2(0,0) Fyy(0,0)
2

f(0,0) =0,
fi=2zsin(z +y) + (2 —y+ 1) cos(z +y), f.(0,0) =1,
fy = —sin(z +y) + (2 —y + 1) cos(x + y), f,(0,0) =1,
! =2sin(z 4+ y) +4axcos(x +y) — (22 —y + Vsin(z +y), f7.(0,0) =0,
fr, =2z cos(z + y) — cos(z +y) — (¢* —y + Dsin(z +y), f1,(0,0) = -1,
[y =—2cos(z+y) — (z> —y+)sin(z +y), f,(0,0)=-2.
Insatt i (x) far vi:
flay) =z +y—ay—y*+O((z,y)P).
Losning (b):
flz,y) = (2* —y+ 1)sin(z +y), sint=t+ O(t).
Med t = x + y far vi:

fley) = @ —y+D)((z+y)+0((z+y)°)
= P4’y —ay— v +a+y+0((xy)°)
= z+y—ay—y +O((z,y))*).

22



(Vi anvdnde ovan bl.a. att
O((z +y)*) = b(z +y)(z +y)°

z 3
D o) = o)

=Gy

och k(z,y) ar begriansad néra origo.)

Rekommenderade uppgifter: 2.64ac

Exempel 6.3. Taylorutveckla
fla,y) = et

kring (1,1) till ordning 2 med felterm pa ordoform.

Losning:
() fA+h1+k)=f(L1)+ fo(1, D)k + f(L 1)k +
1" 1.1 " 171
o LoD g st 28052 o).
fx,y) =e"t2v.
f,1) = e,
fr=e""2 f1(1,1) =€
fg: :26w+2y7 fg;(]-v]-) :2637
fa/c/a: = ew+2yv f;/z(l, 1) = 837
fry =272 f,(1,1) = 2¢°,
[, =4e"t  fr(1,1) = 4¢

Insatt i (x):

f(L+n1+k)=e>+e3h+ 2%k + §h2 + 2e3hk + 263k + O(|(h, k) ?),
alternativt om vi foredrar att svara med x,y:
flzy) = +eP(@—1)+2°@y—1)+
%(x — 1) 423z —1)(y — 1) 4+ 2e3(y — 1)?
+ Oz -1,y =DP).

+

Rekommenderade uppgifter: 2.65

Exempel 6.4. Avgor teckenkaraktéaren till
(a) Q(h,k) = h? + 4hk + k2,
(b) Q(h,k,l) = h? + 2hk + 2k? + 2hl + 3I°.

23



Losning (a), alternativ 1:
h% + 4hk + k* = (h + 2k)? — 4k® + k* = (h + 2k)? — 3k>.

Q(h, k) ar indefinit, d.v.s tar bade positiva och negativa virden.

Losning (a), alternativ 2:
2 2 _ 1 2 h
h? + 4k + k2 = (h k:)(2 1) (k .

1-x 2| e
‘2 1)\’_(1—>\) —4=0

Ger virdena A = 3 och A = —1.
S& Q(h, k) ér indefinit, d.v.s tar bade positiva och negativa virden.
Losning (b):
h? + 2hk + 2k + 2hl + 3% =
= (h+k+1)* —k* = 2kl — I” + 2k* + 31°

= (h+k+1)%+k* -2kl + 217
=(h+k+D?+(k—-1)>*-1?+27
=h+E+D)*+ (k-1 +1%

Sa Q(h, k,1) ar positivt definit, eftersom Q(h, k,1) > 0 om (h, k,1) # (0,0,0).

Rekommenderade uppgifter: 2.66

Exempel 6.5. Avgor om

fz,y,2) = 2% + 2x2 4+ y? + 22° — 222

har ett lokalt maximum eller minimum i (0, 0, 0).
Losning:
f(z,y,2) = 2% + 2x2 + y? + 22% — 22
£(0,0,0) = 0.
V= (fo, [ [) = (2w + 22z — 222,2y, 22 + 4z — 2°),
V£(0,0,0) = (0,0,0).

Alltsa ar (0,0,0) en kritisk punkt (annars hade svaret pa fragan direkt varit att det inte kan vara lokalt
max/min).
Vi undersoker nu teckenkaraktiren pa andragradstermerna i Maclaurinutvecklingen:

f;lm =2-2z, f;::/w(ovoao) =2, f;cly =0, f@llly =2,
f:;/z =22z, f;’Z(O,O,O) =2, fgl;/z =0, f;/z =4

Andragradstermerna i Maclaurinutvecklingen ges av (med 0 = (0,0, 0))

" 6 _ B " (_] _ " (_)
—”2( Ya? i g, @y + 1Oz + —yyz( 2 4 Fy=(0)yz + —”2( )2
=2ty 202+ 227 = (x+2)° + 7 + 22

Eftersom denna alltsd dr positivt definit har vi ett lokalt minimum i (0,0, 0).

(OBS! T detta fall kunde vi, d& vi ska Maclaurinutveckla ett polynom, list av utvecklingen direkt
genom att kasta bort hogre ordnings termer. D.v.s. vi har z? + 2zz + y2 + 222 — 222 = 22 + 222 + 4% +
222 + O(|(z,y, 2)|?), s& 2% + 22z + y? + 222 #r andra ordningens Maclaurinpolynom till f.)
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Rekommenderade uppgifter: 2.68ac, 2.69

Exempel 6.6. Bestdm alla lokala maximi- och minimipunkter till
fz,y) = 6zy — 3y* — 22°.

Losning:
fz,y) = 6y — 3y* — 22°.
Vf = (6y — 622, 6x — 6y).

B 6y — 622 =0 r=y
Vf_(o’o)‘:’{ 62 — 6y =0 ‘i’{ w—a2=0,

Vi har alltsa de tva kritiska punkterna (0,0) och (1,1).

(0,0):
1 1 1
fre(0,0)=...=0, f;,(0,0)=...=6, f(0,0)=...=-6.
Eftersom f(0,0) = 0 far vi (eftersom forstaderivatorna &r noll)
2:(0,0) iw(0.0) 5 3
F(hyk) = ZE2=h 4 f7,(0,0)hk + =22 —k* + O(| (h, k) [)

2 2
= 6hk — 3k% + O(|(h, k)|?) = =3(h — k)* + 31> + O(|(h, k)|?).

Eftersom andragradsformen i detta uttryck ar indefinit 4r detta ingen extrempunkt.

(1,1):
) = =12, ) =...=6, f/(1,1)=...= 6.
Eftersom f(1,1) =1 far vi (eftersom forstaderivatorna ar noll)
" 1.1 1" 17 1
fa+ha+m) = )+ 22 gy Sl D

+O(|(h, b))
— 1= 6h2 + 6hk — 3k + O(|(h, k)]*) =
1= 3(h — k)2 = 302 + O(|(h, k)[*).

Eftersom andragradsformen i detta uttryck ar negativt definit ar detta ett lokalt max.

SVAR: f har ett lokalt max i (1,1), f saknar lokala min.

Exempel 6.7. Avgor var
:vszy2

flz,y) =ye

har lokala extrempunkter, samt avgdr om det (eventuellt) ror sig om ett maximum eller minimum.
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Losning:

fla,y) =y~
Vf= (2xye””2_3y2, (1-— 6y2)e$2_3y2).
_ 2zy =0 =0
Vf_(o’o)‘:){l—ﬁgﬂ_o {y:il/\/é.

Vi har alltsd de tva kritiska punkterna (0,1/v/6) och (0, —1//6).
(0,1//6) :

’ _ 2
[ (0,1/V6) = ... = S
Fiy(0,1/V6) = ... =0,
() 1/vV6) = ... = —2/6e /2.

Eftersom f(0,1/1/6) = %efl/ 2 far vi (eftersom férstaderivatorna ir noll)

f(h71/\/6+k) = f(071/\/6)
2:(0,1//6) 7y(0,1//6)

12N g g 0,1V BphE 4 T g
+O(|(h, K)|*)
L yyp € 2, 2 3
=5 Wh —V6E2 + O(|(h, k) [?).
Eftersom andragradsformen i detta uttryck ar indefinit 4r detta en sadelpunkt.
(07 _1/\/6) : 9
" 0,—1/V6)=...= ———e /2,
f22(0,=1/V6) 7
F,0,1/V6) = ... =0,
_ —-1/2
£ (0,=1/v6) = ... = 2v/6e /2.

Eftersom f(0,—1/v6) = f%efl/ 2 fir vi (eftersom férstaderivatorna ér noll)

f(hv—l/\/6+k) = f(07_1/\/6)

L 0.-1/V6)

h? + f1,(0, —1/v6)hk + {,y(o»Ql/\/é)kQ

2
+O(|(h, K))

1 —1/2
e VI €

V6 V6

Eftersom andragradsformen i detta uttryck ar indefinit 4r detta en sadelpunkt.

h? + V6K? + O(|(h, k)|?).
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SVAR: f saknar lokala extrempunkter.

Rekommenderade uppgifter: 2.70abcdgh

Extrauppgifter: 2.62hi, 2.63, 2.67, 2.70efij, 2.71, 2.78, 2.7/

7 Kurvor. Ytor. Funktionaldeterminanter. Inversa Funktioner

Exempel 7.1. Beskriv kurvan

r=2t+3,
y=1t>+7t —1<t<3.
Ange dven en tangentvektor till kurvan i (z,y) = (3,0).
Losning:
r=2t+3,
y=t>+7t —1<t<3.
t_x—3
=
2
x—3 T(x—3) a?+8x—33
=24+ Tt = = :
y=t ( 2 ) T 4

Eftersom 2t + 3 &r véixande betyder detta att kurvan ar grafen till ovanstaende funktion, med start i
(1, —6) och slut i (9,30). Punkten (3,0) svarar mot ¢ = 0.

F(t) = (2t + 3,82 +7t), ¥(t) = (2,2t + 7).

Sa
7(0) = (2,7)
ar en tangentvektor i (3,0).
Notera att det bara &r i enkla fall vi kan géra om en kurva till en graf for en funktion av en av
variablerna.
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Notera dock att berdkningen av tangentvektorn inte kraver detta.

Om vi vill skissa kurvan kan vi helt enkelt rdkna ut (x(¢),y(t)) for tillrdckligt manga virden pa t,
sdtta ut dessa punkter i xy-planet och skarva mellan dem.

T.ex. om vi bara tar heltalspunkterna t = —1,0,1, 2,3 i detta fall far vi att

(z(=1),y(=1)) = (1, =6), ((=(0),y(0)) = (3,0),
(((1), (1)) = (5,8), (x(2),y(2)) = (7,18), (2(3),y(3)) = (9,30)

ligger pa kurvan.

30 |
20

[ (tfrom =1to 3)
101}

Rekommenderade uppgifter: 3.1ac, 3.2ac

Exempel 7.2. En yta i R? parametriseras av

x =82 +1t2,
y = st,
z =52 —t2.

Bestdm tangentplanet genom den punkt som svarar mot (s,¢) = (1,1).

Lo6sning: s
T =8+t
y = st,
7= 8% —t2.
B fi(s,t) 52 4 2
fls,t) = | fa(s,t) | = st
f3(s,t) s —t2
ofi  Ofr
Os ot
2 2t
of o op ts 5
- ds ot
(s, 1) 2 —2t
ofs  Ofs
Os ot
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Plan pa parameterform:

Fk ) = F00 + 520 (}) + d0n i)

dar (h, k) — (0,0) da (h, k) — (0,0).

2
f1,1) =1
0
7 2 2
85]“ Ly=11 1
(s,1) 9 _9
T 2 2 2 I 2 2 2
yl=(1]1+[1 1 (k>:1+h1+k 1
z 0 2 -2 0 2 -2
Plan pa normalform
(2a la 2) X (2a 17 _2) = (_47 87 O) = _4(17 _Qa O)
(la_270) d ((J?,y,Z) - (271a0)) =0&x— 2y =0.
Rekommenderade uppgifter: 3.4
Exempel 7.3. Lat
{ x =tV
y = t.
d
Bestam funktionalmatrisen O, y) och funktionaldeterminanten (z,y)
a(t, ) d(t, )
Visa éven att (¢,1) — (z,y) har en C'-invers i nigon omgivning till (¢,4) = (1,1).
Losning:
{ x =tV
y = t.
A(z,y) % S% <2te¢’ thw)
o) \5 & oot
d(z,y) (z,y) 2
222 = det =2t%e¥ — t%e
d(t, ) a(t,v)
Eftersom funktionerna #r av klass C' och
d(z,y)

(1,1)=2-1%-e' =12 1-e' =2 —e=e#0

d(t, )

ger inversa funktionssatsen att avbildningen ar lokalt inverterbar.

Rekommenderade uppgifter: 3.6

Exempel 7.4. Lat

u:x2+y
v =sinz
w = TYZ.

6( v, w) och funktionaldeterminanten M
%z,4.2) d(z,y,z)

Visa #ven att (z,y, z) — (u,v,w) har en Cl-invers i ndgon omgivning till (z,y,z) = (1,1, 7).

Bestam funktionalmatrisen
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Losning:

u=x"+y
v =sinz
w = TYZ
ou ou ou
9 By 0z 2¢ 1 0
78(1;71),111) =% & X1 _[0 0 cosz
a( ) - ox oy 0z -
z,y,z ow ow ow

d(U,U,Uﬁ 3(U797U0 2
— L —=—det——"2L = — 2 — .
Wy oy R

Eftersom funktionerna &ar av klass C! och
d(u, v, w)

d(a,y,2) T =T

ger inversa funktionssatsen att avbildningen dr lokalt inverterbar med C! invers.

Rekommenderade uppgifter: 8.7, 3.8, 3.9ab, 3.10, 3.11

Ezxtrauppgifter: 3.9c

8 Implicita funktionssatsen

Exempel 8.1. Visa att ekvationen
a* 4 32%y? = 13

lokalt i ndgon omgivning till (x,y) = (1,2) bestaimmer 2 unikt som funktion av y (d.v.s. lokalt ar kurvan
en graf x = z(y)).
Berédkna &ven 2’(2) och 2”(2) for denna funktion.

Losning:
f(z,y) = 2* +32%y* — 13 =0.
f(1,2)=0 OK.

of 3 2 Of
=4 6 1,2) =28 #0.
9r + bxy”, &T( :2) #
Implicita funktionssatsen ger nu att « = z(y) lokalt pa kurvan kring (1,2).

d

%ﬂmmw:@@@Mﬂmefm

= 4x(y)’a’ (y) + 6x(y)2'(y)y* + 62(y)*y = 0. (%)
Att (1,2) ligger pa kurvan betyder att x(2) = 1. Insatt ovan far vi:

42(2)32(2) + 62(2)2’(2) - 22 + 62(2)% - 2 = 42/(2) + 242/ (2) + 12 = 0.

& a(2) = —12/28 = —-3/7.
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!
\ /
IIII ] IlII
For att rdkna ut 2”(2) deriverar vi ekvationen (%) ovan en gang till:
4
dy
Detta ger

(4z(y)*2' (y) + 62(y)=' (y)y* + 6(y)*y) = 0

4z (y)’z" (y) + 122(y)*2' (y)? + 62 (y)a” (y)y* + 62" (y)*y* + 122(y)=’ (y)y + 122(y)2' (y)y + 6z(y)*> = 0
Om vi da sétter in ¢ = 1,y = 2 och 2/(2)

42" (2) + 12 - (_3

—3/7 far vi ekvationen

Detta ger nu

2 -3
22424 —)-246=0.

2" (2) = 195/686.

? -3
7) +6x"(2)-22+6-(

Rekommenderade uppgifter: 3.12, 3.13

Exempel 8.2. Visa att ekvationen

zz—aly=¢e*—1
ar ytan en graf z = z(x,y)).

lokalt i ndgon omgivning till (x,y,z) = (0,0,0) bestdmmer z unikt som funktion av (z,y) (d.v.s. lokalt
Beriikna éven z; och 2 foér denna funktion.
Losning:

flx,y,2) =2z — 2’y —e* +1=0.

£(0,0,0)=0 OK.
of of
Yo, I = —14£0.
5, — 2 5 (0,0,0) #0
Implicita funktionssatsen ger nu att z = z(x,y) lokalt pad ytan kring (0, 0,0).

flz,y,2) =xz — 2’y —e* +1=0.

_of  ofor
%f(xvi%z(‘rvy))_% &%_0»
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, _%__8f/8x _ z— 2wy
T 9x  Of)0z  x—e*’

0 _of afox _

= Z

, 0z _ Ofjoy _ a?
Vo oy  0f)0z x—e*

=z

Rekommenderade uppgifter: 3.15

Exempel 8.3. Visa att ekvationssystemet

r+2y+32=6
rzyz =1

lokalt i ndgon omgivning till (x,y,2) = (1,1,1) bestdmmer C! funktioner x(y) och z(y) unikt (d.v.s.

lokalt ar kurvan given av (z(y),y, 2(y))).
Berdkna dven /(1) och 2/(1) for dessa funktioner.

Losning:
filz,y,z) =a+2y+3:—6=0
fa(z,y,2) =ayz —1=
f1(1,1,1)=0
{ hy=0 O
f Of
ox 0z 1
= =xy — Yz
ox oz
I(1,1,1) far vi virdet 1 — 3 = —2 # 0 pa determinanten, sa implicita funktionssatsen ger existens av de

efterfragade funktionerna.
x = z(y) och z = z(y) insatt i ekvationssystemet ger

{ z(y) +2y+32(y) =6
z(y)yz(y) =1

{ 2 (y) +2+32(y) =
"()yz(y) + z(y)z(y) + 2(y)y"(y) = 0
Att (1,1,1) ligger pa kurvan betyder att (1) =1 och z(1) = 1:

{ (1) +2+32(1)=0
2(1)-1-1+1-14+1-1-2/(1)=0

0
)+

Detta ger 2'(1) = —1/2 och 2/(1) = —1/2.

Rekommenderade uppgifter: 3.19, 3.20

Ezxtrauppgifter: 3.14, 3.16, 3.17, 3.18
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9 Dubbelintegraler
Exempel 9.1. Visa att
0< // xdaszdy < 31
p6+3x°—2y = 20
dir D={(z,y): 0< 2 <2,0<y<2}.

Losning: Lat f(z,y) = ek

Eftersom 0 < f(z,y) <2/(6 —2-2) =1, géller pa D far vi

xdxdy
=0< 1 =4.
//Ddedy 0—//6+3x2—2y // tedy

Detta ar dock inte bra nog for den Gvre uppskattningen ...

Y

Doy

Dy

D = D, UDyU Ds.

Eftersom D;:a bara skir varandra pa en médngd med area noll géller:
/ / xdxdy B
xdxdy xdxdy xdxdy

P& D, géller, eftersom 0 <2 <1 och 0 <y <1 hdr, f(z,y) <1/(6+3-0—2-1)=1/4.
P& Dy géller, eftersom 0 <2 <1 och 1 <y <2 hér, f(r,y) <1/(6+3-0—2-2)=1/2.

P& D3 géller, eftersom 1 <2 <2 och 0 <y <2 har, f(z,y) <2/(6+3-1—2-2)=2/5.
Alltsa far vi att

I Z/D1 f(x,y)dxdy+/D2 f(m,y)dxdy-i-/Ds f(z,y)dady

1 1 2

I< D —.m(D Z.m(D
<1 m( 1)+2 m( 2)+5 m(Ds3)

1+1+2 2 31

4 2 5 20
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Rekommenderade uppgifter: 6.1

Exempel 9.2. Beridkna

// 322y dxdy
D

dir D = {(z,y) € R?: |z| < 1,0 <y < 2}.

Losning:
Y
D x
2 1
// 3z2ydxdy z/ (/ 3x2ydaj> dy =
D 0 -1
2 1
/ [Igy} z=—1 dy =
0
2 2
/O (y— (—y)dy = [y?], = 4.
Alternativt:

1 2
// 3x2ydrdy = / </ 3x2ydy> dx =
D -1 \Jo
1 2,272
/ {3x Y } dr =
1 2 |0

/1 (622)dx = [2303]1_1 =4.

-1

Rekommenderade uppgifter: 6.2

Exempel 9.3. Berdkna

/ / 622y + 2y) dady
D

dir D = {(z,y) € R*:0 <z <3y <6}.
Losning: D = {(z,y) € R*: 0 <z < 3y < 6}.

Y
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6 2
// (62%y + 2y)dxdy = / (/ (62%y + 2y)dy> dr =
D 0 ©/3
6

/0 [3x2y2 + yQ]i:z/S dx =

6 4 2 5 376
T T T T 1808
1922 44— — 2V de = 423 + 40 — = — _ .
/0( T° + 3 g)x [m—i—x 5 27]0

Alternativt:
D= {(x,y) €R*:0< 2 <3y <6}

Y

Nl

D={(z,y):0<y<2,0<uz<3y}

(62°y + 2y)dxdy = : 3y(6x2y + 2y)dz | dy =
2D 0 0

/0 [22%y + 2zy] iy:o dy =
5

2
54
/ (54y4 + 6y2) dy = [y + 2y3} =—
0

Rekommenderade uppgifter: 6.3, 6.4

Exempel 9.4. Berikna

// Sy dedy
D

Losning: D = {(z,y) € R? : 2* <y < 23},

dir D = {(z,y) € R? : 2* <y < 2%}

35




1 z3 1 3
// Sxytdrdy = / / Seytdy | de = / [acyﬂm_ Jdr =
D 0 \Jat 0 y=

1 17 2271
15 20 L - o
/O(xx z o) du [17 22]0 374

Rekommenderade uppgifter: 6.5

Exempel 9.5. Berdkna

1] it
D

dir D ={(z,y) eR?: -1 <2 <1,0<y <2}
Losning: D = {(z,y) e R?: —1 <2 < 1,0 <y <2}

Y

D; | Dy

D=D,UD, =
{(z,y): —1<2<0,0<y <2} U{(z,y): 0<2<1,0<y <2}
P& D; géller |xy| = —xy och pa Dy giller |zy| = xy.

// |zy|dzdy = // |zy|dedy + // |zy|dzdy =
D D, Dy
// (—zy)dzdy + // xydrdy =

D1 D2

2 0 2 1
/ (/ (—acy)dx) dy —|—/ (/ xydx) dy =

0 —1 0 0

2 mzy]o 2 xzy 1
L [T
/0 |: 2 r=—1 0 2 =0

2 2
Y Y
_ _7dy—|—/ Sdy=...=2.
/0 277 )y 2

Rekommenderade uppgifter: 6.6

Exempel 9.6. Beridkna

[ (], )

Losning:
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2

1
/0 {x\/lﬁ-y?’}izod@/:/ YV 1+ yPdy =

0

t:ys 1q
dt = 3y’dy :/ g\/l—ktdt:
0—0,1—1 0

{(1—#15)3/2}1 = MT_Q.

0

[ (Lvr)er [ ([ vivw)a-

Ol N

Rekommenderade uppgifter: 6.8

Exempel 9.7. Berikna

// ydxdy
D

(a) D ar triangeln med hoérn i (0,0), (2,2) och (4,7).

dar

(b) D= {(z,y): x? +y* < 1,22 + 49> > 1}.

Losning (a):

Yy
(4,7)
Y= (50— 6)/2
y=Tz/4/D
2,2)
=2
(0]0) ’
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D =Dy UD,

dar

D, =
D, =

—~

(,y):0<ax <22 <y<Tx/4},
(x,y):2<x<4,(52—-6)/2<y<Tz/4}.

[ s [ v [ s
D D1 Dy
2 Tz/4 4 Tz /4
/ (/ ydy)dx+/ </ ydy>d:z:...9.
0 \J= 2 (5z—6)/2

—~

Losning (b):

D= {(z,y): 22 +y? < 1,22 + 4% > 1}

D =D1UDsy

dar
1
Dy = {(x,y):—1<x<1,QM<y<m}7
1
Dy = {(x,y):lsml,mgngm}

// ydrdy = // ydxdy + // ydxdy =

D D1 Dy
! vi=a? 1 —V1-22/2

/ (/ ydy)dx+/ (/ ydy)dx:,._:().
—1 \Jvi=e?)2 S\

Extrauppgifter: 6.7
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10 Variabelbyten i dubbelintegraler.

// xdxdy
pr’+y?

dir D= {(z,y): 1 <a2* +y* <4,2>0,y > 0}.

Exempel 10.1. Berdkna

Losning: D = {(z,y): 1 <2? +y* < 4,2 >0,y > 0}.

Y

CIND
N

I poldra koordinater = pcosp, y = psingp ges D avatt 1 < p <2och 0 < p < 7/2.

dxdy = pdpdp.
/2 2
x pCoS
//chgﬂﬁxy /0 (/1 p? pp) v

w/2
/ cos pdyp = [sin @]3/2 =1
0

Rekommenderade uppgifter: 6.9

Exempel 10.2. Beridkna

// ydxdy
D

dér D é&r triangeln med hérn i (0,0), (2,2) och (4,7).

Losning:
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Vi anvénder (2,2), (4,7) som ny bas.
D.v.s. vi infér nya koordinater (u,v) sadana att

-G

_ Te—4y
=y
y—x

v = 3

Om vi inverterar detta samband far vi

Punkterna med koordinater (0,0),(2,2) och (4,7) i zy-planet avbildas via denna transformation pa
punkterna (0, 0), (1,0) respektive (0, 1) i uv-planet.
Alltsa transformeras D till triangeln i uv-planet med horn i dessa punkter:

Q={(u,v):0<u<1,0<v<1—u}

y
(4,7)
(2,2) 7
% (0.1)
0 u+v=1
X u
‘ (1,0)
drdy = d(z,y) dudv = | 24 |dudv = 6dudv
Y7 d(u,v) 2 7 '
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// ydxdy = // (2u + Tv)6dudv =
D Q
1 1-u 1 7p2711
6/ </ (2u + 7v)dv) du = 6/ [Zuv + ] du =
o \Jo 0 2 Ju=o

! 7(1 — u)? B B
6/0 (2u(1—u)+?)dU—...—9.

Losning, alternativ 2:
Om man inte vill tédnka i termer av vektorer kan vi istéillet se pa foljande figur:

Tr—4y =0

Detta motiverar variabelbytet

u = Tr—4y
vo= =Y,

eftersom u respektive v d& &r noll pa varsin sida av triangeln.
Nér (z,y) = (2,2) blir (u,v) = (6,0) och nar (z,y) = (4,7) blir (u,v) = (0,—3) (och nér (z,y) = (0,0)
ar (u,v) = (0,0)). Vi far alltsa bilden

Tr—4y =0
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Skalfaktorn: )

QU

(u,v)
(z,y)

u—Tv=(Te—4y) - Tz —y)=3y=>y=

— 1
// ydrdy = // Y 3% gdudv =
D Q
1 /6 0
f/ / (u—Tv)dv | du=...=09.
9Jo \Jwu—s)/2

//D(433 + y) sin(2z + y)dzdy

dxdy = ‘

- 1
dudv = | 'I ﬂ |t dudv = gdudv.

U

u—Tv
T

Exempel 10.3. Berdkna

dér
(a) D={(z,y) €ER*:0<22+y<1,0<4x+y <1}
(b) D é&r parallellogrammen med hoérn i (0,0), (1/2,—1),(0,1) och (—=1/2,2).

Losning (a):

4xy+y: 1

20 4+y=1

drx+y=0 20 +y =0

D={(z,y) €ER*:0<22+y<1,0<4x+y<1}.
Lat u =2x + y, v =4z 4+ y. D& ges omradet avatt 0 <u<1loch 0<v <1.

d(u,v) - 2 1
7 :& %:‘4 1‘:2_4:_2,
(l‘,y) oz dy
—1
1
dedy = | 2| guge = |91 0 = L e,
d(u,v) d(z,y) 2

Med © = {(u,v) : 0 <u <1,0 <wv < 1} géller:
1
// (4 + y) sin(2x + y)dady = // (vsinu)=dudv =
D 0 2
1t 1 1

1
/ (/ vsinudu) dv:f/ [—vcosu]izodv:
2Jo \Jo 2.Jo

I 1 —cosl
5/0 v(l—cosl)dv:%.
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Losning (b):

(=1/2,2)

(1/2,+1)

Vi vill anvénda (—1/2,2),(1/2,—1) som bas. D.v.s. vi vill inféra nya koordinater (u,v) sidana att

()= 50

Om vi inverterar detta samband far vi

u = 2x+y
v = dx+y.

Punkterna med koordinater (0,0), (1/2,—1),(0,1) och (—1/2,2) i xy-planet avbildas via denna transfor-
mation pa punkterna (0,0), (0,1), (1, 1) respektive (1,0) i uv-planet.

Alltsa transformeras D till parallellogrammet i uv-planet med horn i dessa punkter, vilket helt enkelt
dr omradet som gesav 0 <u<1,0<v<1.

Efter detta kan vi fortsitta som i (a)-uppgiften for att berdkna integralen (som ju alltsd dr samma
som i denna).
Losning (b), alternativ 2: Om man inte vill anvinda vektorer kan man istéllet bestimma linjerna
som i nedanstaende figur utifran punkterna som de gar igenom:

4:L‘—y+y:1

20 4+y=1

dr+y=0 20 +y =0
Sedan fortsdtter man som i (a)-uppgiften.
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Rekommenderade uppgifter: 6.10

Exempel 10.4. Beridkna

// 22dxdy
D

22 2
dir D = {(z,y) € R?: 5—’—176*1}

Lo6sning, Alternativ 1 Vi gor ett linjart variabelbyte forst foljt av inférande av poldra koordinater
x = 3u, 1y =4v ger att omradet ges av

[\~

Py (3u? | (4)’
16

i 2402 <1
9 9 + 16 u” +v° <
d(z,y) 30
12.
d(u,v) |0 4

Med Q = {(u,v) : u? +v? < 1} far vi:

// r2drdy = // 9u? dudv = // 9u?12dudv =
Q

271' 1
Ju=pcosp,v=psinp/ = / </ 108p? cos? <ppdp> do =
0 0

2 1
. 2 1
108/ c082g0d<p~/ psdp—/COSQgp—(W/—
0 0 2

108w
=

Lo6sning, Alternativ 2: Man kan dven direkt infoéra variablerna

T =3pcosyp
y =4psingp

och far da i dessa att omradet ges av

Y2 9p’cos?p  16p*sin® o 9
= = <1.
L T T r=

a?
9
I detta fall géller

d(z,y) |3cosep —3psing
= . = 12p.
d(p,) |4singp 4pcosp
Grénserna blir nu 0 < p <1 och 0 < ¢ < 2, vilket direkt ger oss integralen

27 1
108
/ (/ 9p? cos> 9012pdp) dp=...= 2o
0 0

4

Rekommenderade uppgifter: 6.11

Exempel 10.5. Beridkna

// ydxdy
D

dér D é&r cirkelskivan med centrum i (0, 1) och radie 1
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Losning, alternativ 1:

I xy-koordinater ges D av olikheten
2+ (y—1)72%<1.

I poldra koordinater ges omradet av
p?cos? o+ (psing — 1)? = p?cos? o + p?sin? p — 2psinp + 1 < 1.
Detta ar samma sak som att

p? < 2psinp & p<2sing, 0<p<m

™ 2sin ¢
// ydxdy = / </ psin @pdp) dp =
D 0 0

3 2sin ¢
/ [p sin 4 do =
0 3 p=0

/ ™ 8sint
dp=...=m.
0 3
Lo6sning, alternativ 2: Vi kan &dven istéllet byta koordinater till
T = pcosy,
y=1+psiny,

vilket motsvarar att vi "flyttar origo” till punkten (0,1) och sedan infér poldra koordinater. Da ges D
av0<p<loch0<p< 2m.

2 1
// ydxdy:/ (/ (1—|—psin<p)pdp) dp=...=m.
D 0 0

Rekommenderade uppgifter: 6.12

Exempel 10.6. Berdkna

// 2% dedy
D

dir D={(z,y) eR*: 1 <ay<2,2<z <3}
Losning: D = {(z,y) e R?*: 1 <2y <2,2<x <3}

Y

X
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{u:wy {;v:v
4
v=u y=u/v

d(z,y) ‘ 0 1 1

’U .

d(u,v) ~ |1/v —u/v?

Omradet ges nu av olikheterna 1 <u <2, 2 <wv < 3.

3 2
// 22y dady = / (/ u2—du> dv =
D 2 1 v

3 2
/ldv'/ u%u:...:w.
2 U 1 3

Rekommenderade uppgifter: 6.13

11 Trippelintegraler

Exempel 11.1. Visa att

0< /// acyl/?’da;dydz <64
D

dér D ar det axellparallella rétblocket med horn i (0,0,0) och (2,8,1)

Losning: D ges av olikheterna 0 <2 <2, 0<y<8och0<2<1.
Sa D har volym 2-8-1 = 16.
Eftersom 0 < zy'/? < 2.8'Y/% =4 pa D far vi:

0= / / / Odzdydz < / / / zy'Pdadydz < / / / 4dxdydz = 4 - 16 = 64.
D D D

Rekommenderade uppgifter: 6.16

Exempel 11.2. Berékna

/ / / 2ot Y dxdydz
D

dir D= {(z,y,2) e R® : 2? + 9> < 1,1 < 2 < 2}.

Losning:
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D= {(v,y,2) eR¥: 2% +4y* <1,1 <z <2}
Projektion av D pd xy-planet ir Q = {(z,y) : 22 +y?> <1}, 1 <2 < 2.

2
/// zew2+y2d$dydz = // </ zew2+y2dz> dxdy =
D o \J1

2
// e Y dxdy / zdz = / Polara koordinater/ =
Q 1

3 2m ! 2 e—1
— 4 = =
2/0 (/0 pe dp>d<p ...=3m 5

Rekommenderade uppgifter: 6.17

Exempel 11.3. Lat D vara den mingd i R som begrinsas av paraboloiderna z = z? + y? och z =

2 —x?— y2.
Skriv integralen

I= /// f(z,y, z)dzdydz
D
B(z,y)

I = //~ / flz,y,2)dz | dzdy,
D \JA(z,y)
b
/ (// f(:z:,y,z)d:rdy) dz.
a D,

Berikna sedan pa valfritt sitt I da f(x,y,2) = 22 + ¢

dels med hjilp av stavar:

dels med hjalp av skivor:

Bild av D:
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Losning:

P24yt =2- -yl e+ =1.
D={(z,y): 2> +y> <1}
Alz,y) =2 +y°, Blr,y)=2—a% -y

0<z<2.
x2+y2§z 0<2z2<1

D, = 2 2 o
rr+y<2—2z 1<2z<2.

' / /xuyzgl (/::_y Iy, z)dz> dudy =
/02 (/ /D f@y, Z)dmdy> dz =
/01 (/ R dady ) d +
’ /12 </ /xa+y2§2_z f(@.y, z)dwdy> dz.

Berikning av [ for f(z,y,z) = 22 + y*:
Vi anviander metoden med stavar.

2—352—1;2
/// (2? + y*)dadydz = // / (22 +y*)dz | dedy =
D 22 4y? <1 \ S22 +y?
J @@ ) - @ ) dady =
z24y2<1

2 // (2% +9°) — (2% + y*)?)dxdy = /Polira koordinater/ =
r2+4+9y2<1

27 1 4 671
2 O VA N
2/0 (/0 (p p)pdp>d9 4%[4 6}0 =g
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Rekommenderade uppgifter: 6.18

Exempel 11.4. Lat

D={(r,y,2):v+y+22<3,z>1y>122>0}

Berédkna

Bild av D:

J[[ adoty

(1,1,1/2)

,1,0) (1,2,0)

(2,1,0)

Tvarsnitt med koordinatplan:

Losning:

—_z=0 4
2l
ol
-y s2z=2 -2
- . . . . . .
= 1 -z 0 2 4 & P
) x

D={(z,y,2): (x,y) € D,0<z<(3-z—y)/2},

dar

D

D.v.s.

D={(z,y,2):1<2<21<y<3—-2,0<2z<(3—2—y)/2}.

={
{(@,y)

() z+y<3,z>ly>1}=
1<2<21<y<3-uz}

49




2 3—z (B—z—y)/2
/// rdrdydz = / (/ (/ xdz) dy) dr =
D 1 1 0
2 3—x
J ([ ) -
1 1

1 2 33—z
5/1 </1 (Sx—xz—xy)dy) dx =
1/2|: 9 ny 33—z
= Bx —a%)y — = dx =
2/, 2 ],
1 [ 3 )
== 2r-22"+ )de=...= —.
2/1 (22 =227+ o-)dw 48

Rekommenderade uppgifter: 6.19

Exempel 11.5. Berékna

/ / / z?drdydz
D

dir D ={(z,y,2) e R*: 0<y<2* <a* <1}
Bild av D:

Lésning, Alt 1: D = {(z,y,2) e R*: 0 <y < 2% <a* <1}
Tvérsnittet av D {or ett fixt  (projicerat pa yz-planet):

D, ={(y,2):0<y<22<a'}={(y,2):0<y <22 —2? <2< 2’}
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Dws.eftersom 0<z!<1le —-1<z<1:

D:{(Ivyaz)flgxg 1,(y,2) GD:E}

s ., #00)
/71 (/z (/0 x2dy> dz> dz =

1 x
/ (/ x2z2dz> dr =
-1 2
/1 x223 v /1 228 4
= —dr = —
—1 3 r=—gx2 —1 3 27

Losning, Alt 2: D = {(z,y,2) € R®: 0 <y < 2% < 2* < 1}. Projektionen Q av D pa xz-planet ges av

0<2?<az<le —2?<z<2? —-1<z<1.

z

For varje (x,z) € Q ska y uppfylla 0 < y < 22 for att ligga i D.

22
/// z?drdydz :/ / 22dy | daedz =
D o \Jo

1 z2 22
/ / / 22dy | dz | de =
-1 —z2 0
(/ m222dz> der =
/1 2223 o /1 228 4

= —dr = —
1L 3 Jao_pe 1 3 27

Rekommenderade uppgifter: 6.20, 6.21, 6.24

Exempel 11.6. Berdkna

/ / / rzdxdydz
D

dédr D &r den del av enhetsklotet som ligger i z <0,y <0, z > 0.

Bild av D:
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Lo6sning:

T =rcospsinf
y =rsinpsinf
z =rcosf.

z2>0ger0<0<m7/2.
<0,y <0germ << 3m/2
dxdydz = r2 sin Odrdpdd

/// rzdrdydz =

D
/2 3m/2 1

/ </ (/ rcos<psin0-rcos@-r%ianr) d<p> df =
0 T 0

37/2 /2 1 1
/ cosgodcp-/ sin20c059d9-/ rdr=... = —.
™ 0 0 15

Rekommenderade uppgifter: 6.25, 6.26

Exempel 11.7. Berékna

/// sin(z 4+ y + z)dzdydz
D

dar D &dr den parallellepiped som ges av olikheterna 0 < x +y+ 2 < 7/2,0 < 2z +y + z < 2 och
0<z+y+32<1.

Losning: 0<zx+y+2<7m0<2x+y+2<2o0ch0<z+y+32<1.

u=r+y+=z
v=2r+y+=z
w=2x+y+3z
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I wvw-koordinaterna ges omradet av olikheterna 0 <u < 7/2,0<wv <2o0ch 0 <w < 1.

dwvw) |2 W 5| _[L 01
el T 1 P I
1 w w w
% oy wos| 113
d ! 1
dxdydz = (z,9.2) dudvdw = (u, v, w) dudvdw = =dudvdw.
d(u,v,w d(z,y, z) 2

/// sin(z + y + 2)dxdydz =
D
1 2 7\'/2 1
/ / / sinu—du | dv | dw =
0 0 0 2
1t 2 /2
—/ dw~/dv-/ sinudu =...=1.
2 Jo 0 0

///D(x — y)dzdydz

dar D ar tetraedern som har horn i (0,0,0), (1,1,1),(1,1,0) samt (1,0,1)

Exempel 11.8. Berédkna

Losning:

x 1 1 1 U
yl=(1 10 v
z 1 0 1 w
Tetraedern avbildas nu péd tetraedern 2 med horn i (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) och (0,0,1) i uvw-
rummet.
D.v.s.

Q={(u,v,w):0<u<1,0<v<l—u,0<w<1—u—0v}
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Skalfaktor vid variabelbytet:

1
0 |[dudvdw = dudvdw.
1

(e

1
dudvdw = | |1
1

dhrdydz = \m

/// (xl_y)df”jlydz= / / /Q wdudvdw =
/ </01 </ u “;dw> ) du =
[0 ) a

{ }

[

Rekommenderade uppgifter: 6.27

Ezxtrauppgifter: 6.22, 6.23

12 Integraltillampningar. Generaliserade integraler

Exempel 12.1. Berédkna arean av det begrénsade omradet i férsta kvadranten mellan kurvorna xy = 1,

zy=2,y=xochy=1+x.

Bild av begransningskurvorna:

54



1.0}

—_— 1
0.5
0! | —y=x
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x = x+1
Losning:
u=xy
v=y—x
Q={(u,v):1<u<20<v<1}
d
(wo) |y @ =y+r=..=+v2+4u.
dlz,y) |-1 1
d d !
// dxdy = // (z,y) dudv = // (u,0) dudv =
D ol d(u,v) ald(z,y)

1 Ly 1
———dudv = ———du | dv =
//Q Vu? 4+ 4u /0 (/1 Vu? +4u )

2

[ [veem] _a=s [ v

2
u=1
1 1
1 {v\/v2+8+81n|v+\/v2+8|}0

1 1
~1 [v v2+4—4ln\v+\/v2+4|} =
0

1 4
~(3-V5+4In >z0.4.
4( 1+5

Rekommenderade uppgifter: 6.29

Exempel 12.2. Beriikna volymen av omradet D = {(z,y,2) € R*: 0 <y < 22 < 2t < 1}.

Bild av D:
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Losning: D = {(z,9,2) e R3: 0 <y <22 <a? <1}
Tvéarsnittet av D for ett fixt « (projicerat pa yz-planet):

Dy ={(y,2): 0<y<2?<a'} ={(y,2): 0<y <2°,—a® <2 <2’}

D.uvs. eftersom0<a2?*<1le —-1<z<1:

D={(z,y,2): -1 <2 <1,(y,2) € Dy}.

//Dda:dydz:/_ll (//Dmdydz)da::

2

1 x 22
/ / / dy | dz | dx =
-1 —x2 0
1 2?
/ / 22dz | de =
-1 2
Ly b 9g6 4
L] e=] e=a

Rekommenderade uppgifter: 6.30

Exempel 12.3. Berédkna volymen av tetraedern som avgransas av planen t +y+2 =0, x +2y+ 2z = 0,
2c+y+3z=0samt 4o + 4y + 5z = 1.

Losning: c+y+2=0,2+2y+2=0,2x+y+32=0, 4+ 4y + 5z = 1.
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u=x+y+z
v=x+2y+z
w=2xr+y+ 3z
far vi
dr+4y+5z=u+v+w.

Sa i wvw-koordinaterna ges planen av u = 0,v = 0, w = 0 samt v + v + w = 1. Det omrade som dessa
begriansar gesav 0 <u<1,0<v<1—-u, 0<w<1l—-u—w.

-1

d(z,y,2)) R
2 dudvdw = ||1 2 1 dudvdw = dudvdw.
2 1 3

dxdydz = ’d(u,v,w)

Bild av omradet i uvvw-rummet:
0.5 R -
0o T T

:‘:"_’_“\I___ffff'“f’l

o= [ ([ o)) =
/01 </01_u(1—u—v)dv> du:/ol [U(l_u)_ W;L_”du:
/01 (-2 05 ==

Rekommenderade uppgifter: 6.31, 6.32, 6.36, 6.38

Exempel 12.4. Bestdm massan och tyngdpunkten till den platta som utgors av den del av enhetscirkeln
som ligger i forsta kvadranten och har densitet given av g(z,y) = v/22 + y2.

Losning: I poldra koordinater ges omradet av

0<p<1,0<p<m/2
Massan ges av

/2 1
b D 0 0
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Tyngdpunkten (x4, y:) ges av

_ JIpre(w,y)dzdy — _ [],yo(z,y)dvdy
JIp e yydedy” ™ [T, ol y)dady

Av symmetriskél ser vi att x; = .

/2 1 1
// xg(x,y)d:z:dyz/ (/ pcosgo-p-pdp)dgo:...:z.
D 0 0

1/4 3
xt:yt:L__-

/6 27

t

Sa

Rekommenderade uppgifter: 6.39, 6.40, 6.41, 6.42

Nar vi behandlar generaliserade integraler har vi i princip tva alternativ. Antingen
jobbar vi med definitionen och uttommande f6ljder, eller s arbetar vi direkt med
Fubinis sats (och eventuellt variabelbyte). Vi har nedan presenterat l6sningar med
bada alternativen. Ni far vilja sjdlva vilken metod ni foredrar.

Exempel 12.5. Berikna (om den ér konvergent)

1
//D (22 + y?2)? dedy,

dir D = {(z,y) e R*: 1 < 2? +y*, 2 > 0,y > 0}

Lésning (med uttommande f6ljd): D = {(z,y) € R? : 1 < 22 + 4%, 2 > 0,y > 0}. Integranden &r
positiv. Vi tommer ut D med féljden D,,:

X

Dy ={(z,y): 1 <a?+y*> <n?x>0,y>0}

1 1
), aesn=du [, et

) /2 noq
lim ( - pdp> dp =
0 1 P

n—oo

om 11" o7 1 T
lim - || = lim —(z —=—)=—.
n—oo 2 | 2p2 ; n—ooo 272 2n2 4

Losning (med Fubinis sats/Variabelbyte): Integranden dr positiv. Omradet ges i poldra koordinater
av 1 < p < oo, 0<p<m/2. Vivill alltsd avgéra om

1 71'/2 o 1
[l wmtr= () o) de <
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Eftersom

™2 T [ 1 r[-11" 1 1 T
—pdp) dp== [ —dp=lim = |—| = lim ~(z——)=—
/0 </1 P p) 7 2/1 P nlféoz{w]l A5G )T

s ar integralen konvergent med vérdet /4.

Exempel 12.6. Berédkna
dzxdy,

1
//D Va2 +y?
dir D = {(z,y) e R?: 22 + ¢y < 1}.
Losning (med uttémmande foljd): D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Per definition giller

1 1
 drdy = / / — dxdy.
//D 2+ 2 D\{(0,0)} /22 + 32

Integranden &r positiv. Vi tommer ut D \ {(0,0)} med 6ljden D,
Y

D, ={(z,y) eR?: 1/n? < 2% +y*> <1}

drdy = lim dxdy =

1 1
//D /1‘2 +y2 n—)oo//;n /1‘2 +y2

27 1 1
lim / —pdp | dp =
n=oo Jo 1/n P

1
lim 27(1 — =) = 2m.
n

n— oo

Losning (med Fubinis sats/Variabelbyte): Integranden ar positiv. Omradet ges i poléra koordinater
av0<p<1,0< <27,

1 2 1 1
———dxdy :/ </ —pdp) dep=...=2m.
//D V2 4 y? 0 o P

SVAR: Integralen &r konvergent med véirdet 2.
Exempel 12.7. Berdkna

dir D = {(z,y) e R? : 2% + y* < 1}.
Lésning (med uttémmande f61jd): D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Per definition giller

1 1
——dxdy = // ———dxdy.
//D 2y D\{(0,0)} %+ ? Y

Integranden &r positiv. Vi tommer ut D med foljden D,,:

Y

D, ={(z,y) e R?:1/n? <z?+y? <1}
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1 1
——dxdy = i ——dxdy =
//;)x2+y2my ngr;o/_/anQ—i—ny
27 1 1
lim / —pdp | dp =
n=oo Jo 1/n P

li_}In 2r(In1l —In(1/n)) = co.

S& integralen &r divergent.
Losning (med Fubinis sats/Variabelbyte): Integranden dr positiv. I poldra koordinater ges omradet
av0<p<1,0< <27,

g [ ([ 3o)or=oe [ 3
€T = —_— = 4T - = Q.
p 12 +y? Y 0 0P2pp 4 opp

S& integralen &r divergent.

Exempel 12.8. Berdkna

// e " dady,
D

Lésning (med uttommande f6ljd): D = {(z,y) € R? : 2 > 1,y < —1}. Integranden ir positiv. Vi
tommer ut D med foljden D,,:

dir D ={(z,y) eR?*: 2> 1,y < —1}.

D, ={(z,y) eR?:1<z<n,-n<y<-1}

// e *Mdzdy = lim // e " Mdady =
D n—o00 D,
—1 n
lim (/ eg”ydx) dy =
n—oo —n 1

-1

Jm ey dy
-1
lim (e7 1Y — e ) dy =
n—oo J_ .
R
n—oo Yy=—-n
lim (e2—e ™™t —e 1T peT ) =2
n—oo

Losning (med Fubinis sats): Integranden ar positiv. Omradet ges av 1 < 2 < 0o, —00 < y < —1.
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Alltsa far vi enligt Fubinis sats:

—1 o)
// e " Mdxdy = / (/ e_“'ydx) dy
D —o00 1
_ -1
Oy

= [e‘“y]:; =e 2,

Observera att t.ex. [—e 1Y)~ = lim;_ o0 [— ’””*y per definition hér.
x=1 =1
SVAR: e~ 2.

Rekommenderade uppgifter: 6.43, 6.44

dxdy
1/47

Losning (med uttémmande foljd): D = {(z,y) € R? : 0 < y < z < 1}. Integranden &r positiv. Vi
tommer ut D med foljden D,,:

Exempel 12.9. Berikna

dir D ={(z,y) eR?: 0<y <z <1}

D, ={(z,y) eR?*:1/n<z2<1,1/n<y<x}

dacdy _ dsr:dy _
1/4 B n1—>oo ( 1/4 -
A /n< . 1/4 ) -

1 1/2 z
li =
nooo 1/n [x/‘iL 1/n o

1 1/2 1/2
lim (2:10 2(1/n) ) dr =
n—00 1/n

/4 r1/4

5/4 1/2,.3/471
lim [8:5 _8(1/n) } _
n—roo 5 3 z=1/n
_ 8  8(1/m)Y?  8(1/n)%*  8(1/n)'/2(1/n)3/* 8
lim [ - — — + =-.
n— oo 3 5 3 )

Losning (med Fubinis sats): Integranden ar positiv. Omradet gesav 0 <z <1, 0 <y < z.
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Enligt Fubinis sats har vi

dxdy ! ¥ 1
[t = (L )
y1/2 1 5/471
:/ { 1/4] da?:/ 22 dy = [8$ } :§,
o o 0 5 |, b

Rekommenderade uppgifter: 6.45, 6.46, 6.48

Exempel 12.10. Berikna

1
/// dxdydz.
EA\{(000) Va? +y? + 221+ a2 +y? + 22)?

Losning (med uttommande f6ljd): Integranden &r positiv.
Vi témmer ut R\ {(0,0,0)} med D, = {(z,y,2) € R®: 1/n? < 2% +y2 + 22 < n?}.

1
/// dxdydz =
R3\{(0,0,0)} V2?2 +y? + 22(1 + 22 + y2 + 22)?

1
lim dxdydz =

n—)oo///Dn /$2+y2+22(1+$2+y2+22)2

T 2m n 1
li —————r?sinfdr | dp | d§ =
ST —

T n
lim 27r/ sin 60d0 - %dr =
n—00 0 1/n (1472)

-1 n
1. 4 = =
nl)n’olo " |:2(1+T2):|1’_1/n

= 2m.

lim 27«

el ((1 J_rln2) + (1+ (11/n)2)>

Losning (med Fubinis sats/Variabelbyte): Integranden ar positiv. Omradet ges i sfariska/rymdpolara
koordinater av 0 < 1 < 00, 0 < ¢ <27, 0 < 6 < 7. Alltsa géller

/// L dxdydz
R3\{(0,0,0)} V&2 +y2 + 22(1 4+ 22 + 32 + 22)?
2m T 0o 1 > )
= 77‘ sin@dr | df | dy
- (] e
2m
/ dy - / sin 0d# - / T r2 cee=2m.

Rekommenderade uppgifter: 6.50

Exempel 12.11. Berikna
dxdydz,

1
///D Vz/x? + g2
dir D ={(z,y,2) ER*:0< 2 < 1— 2 —y°}.

Losning (med uttommande f6ljd): Integranden &r positiv.
Vi témmer ut D med

D, ={(z,y,2) eER®: 1/n<z<1—2*—y*1/n?* <2 +y* <1-1/n}.
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Om vi infér poldra koordinater i xy-planet ges omradet av

1/n§z<1—p2, 0<ep<2m, 1/m<p<+/1-1/n.

dxdydz = lim

I, s =t ], e

27 \1-1/n 1—p? 1
lim / / ——=dz | pdp | dp =
n—= Jo ( 1/n ( 1/n ﬁ\/pz )
27 </,/1—1/n [2\/5] 1-p?
0

1/n P

dxdydz =

lim
n— oo

pdp> do =

z=1/n

n—oo
1 /2

47r/ \/1—p2dp:47r/ V1 —sin? t costdt =
0 0

Losning (med Fubinis sats/Variabelbyte): Integranden ar positiv. Om vi infér poldra koordinater
i zy-planet ges omradet av 0 <z < 1—p2, 0 < p < 1,0 < ¢ < 27. Alltsa giller

1 l/n
lim 47r/ (V1 —=p%—=+/1/n)dp
1/n

drxdydz =

///Dm

[ ) o) emr [ v o

1 7/
:47r/ \/1—p2dp:477/ V1 —sin®tcostdt = ... =7°.
0 0

Rekommenderade uppgifter: 6.51

Exempel 12.12. Berikna

/ / ydzdy,
D

Losning: Felaktig metod (eftersom integranden inte &r positiv pa omradet) och felaktigt svar far vi om
vi témmer ut D med D,, = {(x,y) € R?: -1 <y < 1,0 <z < n}.

Eftersom [ p, Ydxdy =0 for varje n skulle man da dra den felatkiga slutatsen att den generaliserade
integralen &r konvergent.

Korrekt ar att forst infora

dir D ={(z,y) eR*: -1 <y < 1,2 >0}.

Dy ={(z,y) eD:y>0}, D_={(x,y) €D:y<0}.

Att integralen &r konvergent skulle betyda att bada integralerna

// ydxdy och // ydxdy
Dy D_

ar konvergenta. Men i detta fall 4r det ldtt att se att bagge dessa ar divergenta, sé integralen ar divergent.

Extrauppgifter: 6.33, 6.34, 6.35, 6.37, 6.52, 6.53

63



	Delmängder till Rn. Funktioner
	Gränsvärden och kontinuitet
	Differentierbarhet och Partiella derivator för reellvärda funktioner
	Funktionalmatriser. Kedjeregeln. Partiella differentialekvationer.
	Riktningsderivator. Gradienter
	Taylors formel. Lokala extrempunkter
	Kurvor. Ytor. Funktionaldeterminanter. Inversa Funktioner
	Implicita funktionssatsen
	Dubbelintegraler
	Variabelbyten i dubbelintegraler.
	Trippelintegraler
	Integraltillämpningar. Generaliserade integraler

