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Gransvarden

\

Definition (Hopningspunkt)

Givet en mangd M C R" s8 sager vi att x € R" &r en
hopningspunkt till M om det for varje § > 0 finns en punkt
y € M\ {x} s&dan att |x — y| < 4.
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Gransvarden

Definition |
Lat f : D7 — R™ dar D C R”, och antag att 3 dren B
hopningspunkt till Dz. Vi sdger d& att f har gransvarde b€ R™ i 3
om det for varje € > 0 finns § > 0 s&dant att

|x — 3] < 0 och x € D7 \ {3} = |f(X) — b| <e.

Vi skriver i s fall _ _
lim f(x) = b.
X—a
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Gransvarden

Sats

Antag att h ar en reellvird funktion definierad p§ ndgot intervall
10, e[ dar e > 0 och s&dan att lim,_,o+ h(r) = 0. Om det finns
0 > 0 sidant att

|f(X) — b| < h(|x — 3|) for alla X € (B(3,0) N D7) \ {3},

d4 har f grénsvirde b i a.
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Gransvarden

Sats

Antag att f : Df — R™ (D7 CR"), a ar en hopningspunkt till Dz
och att f har grinsvirde b i 3. Om F: [c,d] — Dz U {3} ar en
kontinuerlig parameterkurva sidan att

e 7(c) =3,
o 7(t)e D\ {a} omc <t <d,
ds galler . _
tﬂ}nCL f(7(t)) = b. (1)
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Gransvarden

Sats
Antag att f _och g Jz'r funktioner av n varia_bler som tar varden i R™,
dar limg_,5 f(X) = by och limg_,58(X) = by, di galler

(a) lim (af(X) + BEg(X)) = aby + Bby for alla o, 3 € R,

X—a
(b) lim F(%) # 5(<) = b » b,
- . f(X) b

c) Om m=1 och bp #0 géller m —=% = —.
@ 70 gdler i) b
(Notera att en del av p&stiendet ar att gransvardena i (a) — (c)
ovan existerar under dessa forutsattningar.)
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Gransvarden

Sats

Antag att f: D — R™ och g : Dz — Rk 3 och b ar

hopningspunkter till D¢ respektive Dz och dessa uppfyller

(a) f(x) > bdix —3ochg(y)—cdiy— b,

(b) det finns ett Sppet klot B(3,¢) sddant att f(X) # b om
x € (B(a,e) N Df) \ {a}.

(c) det finns punkter X # 3 godtyckligt nira 3 sddana att g(f(x))
ar definierat.

D3 galler att .
g(f(x)) — ¢ da x — a.
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| Gransvarden

Sats
Omf = (fi,b,...,fn): D — R™ d§ galler
_Iim_ f_-()_() - }7 = (y17y2" .. ,}/m)7

X—ra

om och endast om

for varje 1 < j < m.
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Definition |
Antag att f : D — R™ dar D7 C R”, och att det for varje R >0
finns punkter X € D7 med |X| > R. Om b € R™ uppfyller att for
varje ¢ > 0 finns R > 0 s§ att

|f(X) — b| < ¢ for alla X € D7 med |X| > R.
| s& fall siger vi att f(X) har grinsvirde b d& |X| — co och skriver

lim f(X) = b.

|X|—00
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Kontinuerliga funktioner

Definition
Om f : D7 — R™ (D7 C R") och 3 ligger i D7, da sigs f vara
kontinuerlig i 3 om antingen:

@ ainte dr en hopningspunkt till Dz,
eller

°Qgﬂﬂiﬂa~

Om f ar kontinuerlig i alla punkter i Dz sags f vara kontinuerlig.
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Kontinuerliga funktioner

Sats

Om f &r kontinuerlig i 3 och g ar kontinuerlig i f(3), i s4 fall ar den
sammansatta funktionen g o f definierad (i de punkter X dar
detta ar meningsfullt) via

(& 0 F)(%) = &(f(x)),

kontinuerlig i a.
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Kontinuerliga funktioner

Med uttryck som f + g, f - g menas alltid funktioner definierade
punktvis, t.ex. (f + g)(x) = f(X) + g(X).

Sats

Om f,g : M — R ar kontinuerliga s& galler:

(1) kf : M — R ar kontinuerlig for alla k € R,

(2) f+g: M — R ar kontinuerlig,

(3) f-g: M — R ar kontinuerlig,

(4) f/g: M\ {x € M:g(x) =0} — R ar kontinuerlig.
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