Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2017-10-20

1. Derivatorna f. = 6x + 4y + 222 och [y = 2y + 4x ér noll om och endast

om (z,y) = (0,0) eller (x,y) = (1,—2). Andraderivatorna f” =6+ 4z,

wy = 4 och fi = 2 utrdknade i dessa punkter ger de kvadratiska
formerna

Q0)(h, k) = 6k + 8hk + 2k* = 2(k + 2h)* — 2h*
och
Qu1,—2)(h, k) = 100> + 8hk + 2k*> = 2(k + 2h) + 2h>.

Den forsta ér indefinit, t.ex. ar Q) (1,—2) < 0 < Q0,0)(0,1), sa
(0,0) ar en sadelpunkt. Den andra éar positivt definit, eftersom den ar
uppenbart ickenegativ, och lika med noll bara da k + 2h = h = 0, dvs.
da h =k = 0; alltsa har f (strangt) lokalt minimum i (1, —2).

Svar: (1,—2) ar en lokal minimipunkt.

2. Integralen &r generaliserad eftersom omradet D &r obegrénsat, men
integranden zy/(1 + (2% + y?)*) &r positiv i D, vilket motiverar att vi
kan rakna pa som vanligt. Byte till polara koordinater ger
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Svar: 37/64.
3. Sétt f(z,y) = 22 + y* + kay, sd att kurvan dr f(z,y) = 1. Gradienten

vrten = (5 12)

ar vinkelrdt mot f:s nivakurvor, sa normallinjen N i punkten (1,0) har

riktningsvektor
2
opna- (3.

Linjen N gar genom (—2,2) om och endast om denna riktningsvektor
ar parallell med vektorn fran (1,0) till (—2,2):

@) ” <_23> = k= ’

Svar: k = —4/3.
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4. Funktionen F(z,y,z) = 2yz + €** + cos(xy) ar uppenbart av klass C?,
och F(0,-1,3) = =6+ 1+ 1 = —4. Vidare ar

z e — y sin(zy) 3
VF(x,y,z)=| 2z—xsin(zy) |, VF(0,-1,3)=| 6 |,
2y 4+ x e*? -2

alltsd i synnerhet F,(0,—1,3) = 6 # 0. Forutsittningarna fér impli-
cita funktionssatsen ar darmed uppfyllda, vilket visar att sambandet
F(z,y,z) = —4 definierar en C'-funktion y = f(z, z) néra (0, —1, 3).

Per definition &r f(0,3) = —1. Derivatorna fas med implicit derivering:
F!(0,—1,3) 3 1
(0,3) = -t =—— = —
1:(0:3) F/(0,-1,3) 6 2’
F/(0,-1,3) -2 1
"0.3)= -2 27 _ __ = __
1:(0.3) F/(0,-1,3) 6 3

Svar: Se ovan.

5. Med det foreslagna variabelbytet fas fran kedjeregeln att f. = f/ + 2 f/,,
fy = fi+ f, och fl = f, . Insittning i PDEm ger

O=a(fp—fy)—z2fi=a(zf,—fi) —zzf,=—xf,

alltsa f, = 0 (eftersom vi forutsatter x > 0). Darmed éar f(u,v,w) =
g(v,w), dir g ar en godtycklig C'-funktion av tva variabler. I de ur-
sprungliga variablerna fas alltsa

f(x,y,2) = g(z +y, x2).
Bivillkoret ger yz = f(1,y,2) = g(1+v, 2), sa att g(s,t) = (s — 1)¢, och
foljaktligen f(z,y,2) = (x +y — 1)xz.
Svar: f(z,y,2) = (x +y — 1)zz.

(Ett litet tips: Det r latt att kontrollera genom insédttning att svaret uppfyller
bade PDE:n och bivillkoret!)



6. Ett enkelt satt ar skivor for fixt z: om man haller z konstant i olikheterna
22 < x <y < 2z s ser man att tvdrsnittet D, ér en halv kvadrat med
sidlingd 2z — 22 (forutsatt att 22 < 2z, dvs. 0 < 2 < 2), s4
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Men det gar pa flera andra sétt ocksa, t.ex. stavar i z-led: olikheterna
for D ger direkt grénserna 2?2 < x < y for den inre z-integralen, och
kroppens projektion D pa yz-planet ges av 22 < y < 2z, dvs. omradet
mellan kurvan y = 22 och linjen y = 2z. Alltsd

J[[[ = dudya = // ([ =) dyiz= [ oty - =) dyas
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Svar: 8/15.



